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第一章事件的概率 

§1槪率的槪念 


当人们谈论某个射手在给定的射击条件下命中率为92% 
时，这意味着，在一些确定的条件下（同一目标、同一_ 
离、甚至同一步枪等等)他射击了 100发子弹，平均:约有92 
发中靶（即意味着近8发脱靶）。当:然,也不是每100发都命 
中92发，有时候命中91发或90发，有时候命中93发或94发， 

有时命中数甚至可能比92发多得多或少得多，但是，在同一 
条件下多次重复射击时，这个命中率平均值将仍然不变，一直 
到发生实质性的变化为止（冽如，射手可能提高射击水平， 

从而使平均命中率达到35%或者更高）。经验表明，该射手在 
大多数情况下，一百发射击中命中发数接近92。尽管有时在 ICO 
发射击中，会出现命中数小于 S 8 或大于％的情况，但较为罕 
见。92%这个数字作为射手射击水平的指际通常是不变的， 
即对该射手而言，在相同条件下，大多数射击命中率几乎是 
一样的，仅在少数特殊情况下，命中率才明显池偏离〔平_均 
值。 

我们再举一个例子。在某一企业里人们发现，在一定条 
件下 平均有的产 品不符 合标准而报废 3 这意味着，在 
1000件产品中约有16 件不合格。 当然，废品有时稍多，有时 





聃少， 但其平均数接近 16, 而且在大多数以1000件为一批的 
各批产品中，废品数也接近于16。不过，这里假定生产条件 
(如车间工艺流程、设备、原料、工人技能等等）不变。 

显然，这类例子不胜枚举 # 在这些例子中我们看到，在 
W — 类大批 量作业（多次射击、大置生产产品等）中，这种 
或那种形式的重要事件（命中目标、产品不合格等等）的百 
分比在给定条件下几乎总是相同的，仅仅在少数情况下才大 
大地偏离某一平均数值。因此可以说，这个平均值是该大批 
釐作业在严格规定的条件下的特征值。命中百分比用来描述 
射手的射击技术，废品百分比用来评价产品质置优劣程度 a 
由此可见，这个数值对于 军亊、 技术、经济、物理 v 化学等 
等各个方面有十分重赛的意义。它不仅能使我们评价巳经出 
现的大纛的现象，而且可以预测这种或那种大批董作业的未 
来结局。 

如果射手在给定射击条件下，100发中平均92发命中目 
标，则我们说该射手在给定射击条件下 的拿中 概寒为 92 % 
(或 92/100, 或 0,92〉。如果在给定条件下,某一企业每 10 Q 0 件 
产品中平均有16件报废，則说该产品 出现麽 ft 酹豪率为 0.016 
成 1.6%。 

在茱个大批纛作业里,究竞把什么称为事件的概率呢？ 
这个问思观在不难回答。大批*作业总 是犬董 重复祓此类似 
的单个作业（射击 一 多次重复单个的发射,批生产——大 
置生产单个的产品等等)。我们对单个作业的结果(单个射击 
的命中情况，单个制品的不合格情況等等)很感兴趣,而且首 
先对这种或那种大批置作业中这些结果的数值（多少发命中 
目标，多少产品将报 k ) 惑兴趣，于是，把某个大批量作 t 




中这类感兴趣的、“期 a 的” © 结果的百分比(或比率)称为 
该结果的 概寒。 这里应该经雷注意/这个或者那个事件（结 
果〉的概率仅在准确给定的条件下进行大批量作业才有意 
义。 这些 条件的一切实质性变化通常都会引起概率的变化 • 

,如果有这样的一个大批量作业，事件 A (例如命中目标〉 
在知次单个作业(射击〉中出现了 a 次,则事件 A 在给定条件下 

的 槪率是 a/b (或 ^一％)。因此，可以把这些“期望的” 

结舉数与组成大批量作业的所有单个作迪数的 平均比 值称为 
单个作业“期望的”概率》不言 而嗆， 如果某个事件的概串 
等于 a/b, 那么，在 b 次单个作业中 r 这个亊件出现 的次数 
可能大于 a , 也可能小于 a , 仅仅是该亊件发生 的手蝙 次数约 
为4而在大多数情况下，在 b 次单个作业中，特 JN 羅 fllb « 
个*大的 败射， 事件 A 出现的次数将接近于 
例1某城市在第一季度里人口出生情猊是， 

一月份一 145个男孩和135个女孩, 

二 i 份一; U 2 个男孩和136个女孩, 

气月份一 152个男孩和140个女孩 * 

男孩出 ' 生的槪率有多大呢？男孩出生率是 • 

一月份 145/280勿0,518 = 51,8%, 

二月份 142/278勿 0.511 = 51,1%* 

三月份 152/292 勿 0,521 = 52.1%* 

我们看到，在三个月内男孩出生的算术平均值接近 
于 0 .516 =51.6%,在该 条件下所求的概率约为0,516或 

㊀ 在第二个例子里，似应称为“不斯望的”。不过，在概率论 
中，直接把那些能出现人们解题时感兴趣事件的结果称为“期望的， • 


51 # 6«. 这个败字在研究人 以 动杰慷况的科学一人口学 
里巳为人们所 熟知了 •它 表明， 在通常条件下 ，就 
是在不同时期里，男孩的出生率不会过分偏离这个数 

值. 


M 2 上个世纪初发 现了著 名的帘 _ 遢罅 (以 发现者、英 
S 植物学家布朗姓名命名〉自然现象。 这个 现象是憙浮在流 
体中©的物质微泣在没有明显外因影响的情况下作不规则适 
动 o 


^当气体动力理论没给出简明而准确昀解释（即悬浮在涞 
i 中的粒子运动是这些粒子与流体分子碰搶的结果）之前， 


搫然人们无法弄清楚这种自发的不规则运动_的〖原因•气体 
动力_能使人们统 It 计算在案一定量流体中，或者无一 
个，或者有 I 个、两个、三个 • ••…悬浮粒子 b 概韦。 为楫验 

; .. .... A. 


理论结果。人们_经倣过 一系刿 试验， ： 

我们援 si 瑞 k 物零所费鯈刿尔 m 対急浮在水 S 的金 
微粒观察518次的结果。爰遍&辞观察的部分空间未见到 
一个微粒有112次，见到1个微[幺有163次，觅到3个微粒有 


130次，见到3个微粒有69次,，见到4个微铰有32次，5个 
-5次，6个一‘1泱，7冬一次， 


山此得出： ‘、' 

发现0个微粒的次数比率是112/518 -'0.216, 
发现1个微粒的汝数比率运 16 S /51 S = 0.324, 
发现2个微粒的灰数比率是130/518 = 0. Z 5 I , 
发现3个微泣的次数比率是69/518 = 0.133! 


㊀ 即处于随遇平衡状态。 




发现 4 个微粒的次数比率是32/518 = 0.062, 

发现 5 个微粒的次数比率是 5 /518 = 0.010, 

发现6个微粒的次数比率是1 /518 = 0.002, 

’ 发现7个微粒的次数比率是1 /518 = 0.002, 

由此可见，观察结果与理论预测概率恰好吻合。 

例3 在许多重要的实际问题里，需要知道哪些俄文字 
母用得较多。例如，在配置印刷铅字盒时，所有字母都按同 
一数量储备是不合理的，因为某些字母比其他一些字母在文 
章里出现的次数要多得多。为此，必须使经常出现的字母数 
量多一些。对文学作品字母研究的结果可使人们估计出俄文 
字母（包括词间空格）出现的频率，其频率表 e 如下（按相 
对频率依次减小的顺序排列)。 

研究表明，在任意选取的一 S 包含一千个字母与空格的 
文 章中，字母<!>出现2次，字母 K ——28次，字母 O ——90次， 

而空格出现175次了这些数据对于配置印刷铅字盒是相当宝贵 

的 o 

近些年来，这类研究工作已经不只局限于统计俄语文章 
中的字母，而且开始广泛地用于阐明俄语的特点，乃至不同 
作者的文学风格了 • 此外，可用电报通讯数据编制出比较经 
济的电报代码，便于用少量符号及较快速度传递信息。须 
知，目前所釆用的电报代码还不是最经济的。 

0此表引自人 • M • 51 . M • <3 rjioM 的 f 尤秀 H •普谈 

物 《 H ; 与 G 息》莫斯 T 4 科学出版社， 






































§2 不可能事件与必然事件 


显然，事件的概率总是正数或零。由于在表示概率的分数 
中分子不可能大于分母（即“期望的”作业数不可能大于全 
部作业 数〉， 因此概率不可能大于1。假定用 P ( A ) 表示 
事件 A 的概率，不管该事件是什么样的，其概率为 

0< P ( A ) <1 

P ( A ) 越大，事件 A 出现的次数越多。例如，射手命中 
目标的概率越大，说明他射击成功的机会越多，射击水平越. 
髙。如果事件的槪率很小，则事件 A 很少出现,如果 P ( A ) 
= 0,则事件 A 或者不出现，或者出现的次数极少，以致实 
际上可认为这个事件不可能出现。相反，如果 P ( A ) 接近于1 
那么，在表示事件 A 的概率的分数中，分子数接近于分母 
数，说明这种事件在大多数情况下出现，或者说绝大多数作 
业都是“期望的”。如果 P ( A 〉 =1,则事件 A “总是”成 
“几乎总是”出现。因此，事实上可认为事件 A 是必 然事 
件，即准确地认定要出现的事件。如果 P < A ) =1/2,则 
事件 A 出现的次数约占全部情况的一半，这意味着可把“期 
望的”作业与“不期望的”作业近似地看作一样多•如果 
P < A ) >1/2,则事件 A 出现的次数比不出现的次数要多， 

当 P < A ) <1/2时，情况正好相反 • 

事件的概率究竟小到多少才可认为它是不可能事件呢？ 
回答这个问题不能一概而论。这完全取决于事件的重要程 
度。比如， 0.01 是一个不大的数。如果有一批炮弹，而 0.0 L 



隹炮弹落下未爆炸的槪率。这就意味着约有1 %的射击无效 
这是可以容许的。但是，如果 0.01 是跳伞时未开伞的概率， 

当然这无论如何是不能容许的。这些例子表明,在每个具体问 
题里需要根据实际情况预先 确定: 某个可不予考虑的事件的 
榻率应为多小才不致损害事业。 

§ 3题解 

问题 一个射手命中率为80%，另一个射手（在同一射 
■击条件下〉为70%，如果两个射手同时射击目标，求射中目 
标的概率。两人同时射击时，两发子弹尽管只有一发命中目 
标，也认为目标被射中。 

第一种解法。设进行100次双人射击。其中，第一个射 
手80次射中目标，其余20次脱耙。由于第二个射手100次中 
-平均有70次射中目标，即10次中有7次射中目标，则可以期 
望,在第一个射手射击脱耙的那20次中，第二个射手成功射击 
目标约有14次。这样一来，在全部一百次射击中，目标被射 
坤1 的次数约为 8 Q + 14 =94次。因此，两个射手同时射击目标 
时，射中目标的概率等于94%或0.94。 

第二种解法。假设仍进行1⑼次双人射击，并且已经知道， 
在射击中第一个射手约有20次脱靶。由于第二个射手在100次 
射击中约有30次脱靶，即在10次中有3次脱 .耙， 则可以期 
望,在第一个射手脱靶的20次射击中，第二个射手射击时也会 
有8次脱祀。在这6次中每次射击都不命中目标，在其余94 
.次中，每次至少有一个射手射中目标，即目标被射中。由& 
.再次得出结论，在双人同时射击时，1⑸次中有9 4次机会射_ 



中目标，即命中概率为94%或0.94。 

上述问题虽很简单，但它使我们得出了一 个很重 要的结 
论：往往有这样一些情况，根据一些事件的槪率就能求出另 
一些较复杂事件的概率* .事实上，这类情况很普遍，它不仅 
在军事活动中存在，而且在所有科学及所有涉及大批量现象 
的实践活动中存在。 

当然，对这一类中每个新问题都要求出特殊的解是很不 
方便的。科学总是力求建立一般规则，利用这些规则就可以— 
机械地或近乎机械地求解其它彼此类似的 问题。 

研究大批量现象的一般规则的学问叫做概率论。 本 书将: 
阐述这门学科的—些基本原理❶ r 

概率论象算术或几何一样是数学中的一个分支。因此， 
它的研究方法是精确地推理，使用的工具是公式、表格、 

形等等。 



第二章概率的加法定理 

§ 4槪率的加珐定理导扭 

加法走理是概率计算中最简单、最重要的一条常用基本 

宠理。 

在射击图1所示的靶标时，每个射手在一定距离上击中粑 
标上1、2、3、4、 5、 6 区间的概率各不相同 9 假 
定 某个射手击中 1 区间的概率是 0.24, 击中 2 区间的 槪串是 
.17。这就意昧着该射手平均射击的100发子弹中，有24发 
子弹射中1区间，有17发子弹射中2区间。 



假设在某次比赛中，子弹落在1区间为射击优秀，落在 
戈区间为射击良好，那么，射手的射击成绩为优秀或良好的 




彻 E 率是多大呢？ . 

这个问题不难回答。射手每射击100发子弹，约有24发 
落在1区间，17发落在2区间。在每100发子弹中显然有24 + 
17 = 41发子弹或者落在1区间，或者落在2区间。因此，所 
求概率等于 0.24 + 0. 17 = 0«41»于是，射手成缋为优秀或良 
好的概率等于优秀的与良好的射击概率之和。 

再看另一个例子。乘客在某电车站等待26路或 16 i 路^电 
车，该站停靠16、22、26、 3 i 四路电车。假定各路电车停靠 
釣频率一样，求乘客期待的电车首先停靠的概率^ 

显然，16路电车首先停靠的概率等于1/4, 26路车也是 
J /4, 于是所求概率等于1/2,即 
1/4+ 1/4 = 1/2 

因此可以说，16路电车或26路电车首先停靠的概率等乎 
16路电车和26路电车首先停靠的槪率之和 • 

现在可以进行一般性描述。 

在进行某项大批量作业时，巳知，在由 b 个单独作业组 
滅的每批作业里平均出现以下现象： 

某种事 件八 1 出现 a , 次 
某种事件 A 2 出现& 2 次 
某种事件 A * 出现 a 3 次 


换句话说， 

事件 A i 的槪率等于 a Vb 
事件的槪率等于 a*/b 
事件 A a 的概率等于 a s /b 





在某个单独作业里出现 Ah A 2 . As ……事件中任款 
•一种的槪率有多大呢？我们所关心的事件可能是，或 Ah 
_ A S …， 它在由 b 个单独作业组成的批量作业里出现 a , + ar : 
+ a 8 、+ …次，则所求的概率为 


a 1 /b + ^z/\) + s，3 /b + 
这可写成如下公式： 


St + a，2 + a，s + *** 


P (Ai f 或或 A 3 …） f 

= P(A.j) + P (A. 2)+P(A_3) + … ^ 

无论是在 i 述实例中，还是在一般性推论中，总是 i 定•所。 
研究的任意两个（例如人 1 和人 2 》结果彼此是不梅容的，职 
它们在同一单个作业中不可能都出现。到站的电车不可能既. 
是某乘客期待的词时又不是他所期待的线路车 # 它或者满足 
乘客的愿望，或者不满足。 

我们关心的各个结果彼此不相容的假设十分 重要， 无此, 
假设，加法定理就不正确；而用它计算势必酸成大错。例 
如，第一章第三节中的问题，该题恰恰是求在双人射击时, 
或者第一个射手命中目标，或者第二个射手命中目标的概 
串。而且第一个射手的命中概率为 0 . 8 , 第二个射手的命中 
概率为0.7。假如用加法定理来解这一问题，立即可以算出 
所求概率等于 0.8 + 0.7 = 1. 5。这个结果显然是荒.谬的，因 
为事件的概率不能大于 U 得出这个错误结果的原因是，在不 
该釆用加法定理的地方釆用了加法定理。这个问题中涉及的 
两种结果是彼此相容的，因为两个射手在同一次双人射击 


时完全可能有都命中目标的情况，开始计算概率时所犯的主 
要错误就在于错误地应用了加法定理；因此在每次使用加法 
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定理时，必须提防这种错误。在拟采用加法定理的诸事件 
中，请检査一下它们彼此之间是否真是互不相容 3 
现在可以给出加法定理的一般性表述。 

加法定理在某一拢量作业中，如果其结果 A lf A 2 , 

' ••… A n 俩 俩互不 相容，则出现其中 任意一 种结果（无论是哪 
一种结果）的概率等于每个结果的槪率之和。 

§5全事件系统 

在第三次发放公债的二十年有效期里，有三分之一的债 
:券中奖，而其余三分之二的债券无奖,只按债券票面价值还 
本。换言之，就这次公债而论，每张债券的中奖概率是1/3, 
不中奖的概率是2/3。中奖与不中奖是对立 事件, 即就每张 
偾券而言，中奖与不中奖这两个对立事件只有一个且仅有一 
个事件必然出现。它们的槪率之和为： 

1/3+ 2/3 = 3 

这是必然的。一般说来，如果人:和人*是两个对立的事件， 
且如果在 b 次作业中事件 A : 出现 t 次， 事件 A 2 出现“次》 
显然心+汪2=1)，贝 [I 有 

P(A 1 ) = a!/b ， P(A. 2 ) = a:/b 

于是 * 

P ( A !) + P(D = a!/b + a 2 /b =-^~ ^ a2 =1 

b 

从加法定理也可得到同样的结果：因为对立的事件互不 
相容，则有 

P ( A !) + P < A 2 ) 或 A 2 ) 




从对立事件的定义 可知. 事件 （ Ai ^ A 2 ) 必定出现，因此 
事件 （人 1 或入 1 )是必然事件，其概率等于 1， 于是我们重 
又得到 

P(A,)+P(A t ) = l 
两 个对立 事件的概率之 和箱于 1。 

这个规则可以导出一个用同一方法能够证明约一个重要 
通则， 设有 n 个（任意数〉事件 Ah Az , … A n ， 在 每一单 
独作业中，这些事件中有一个且仅有一个事件必定出现，我 
们把 这组事 件称为 全事件系统。 显然， 全事件系统是由所有 
对立事件组成 • 

组成全事件系统的备事件的板率之和等于 

事实上根据全事件 系统的 定义，该系统诸事件中任意两 
个事件是互不相容的，所以加法定理为 

P(Ai) + P(A a ) + … +P(A n ) =P(A” 或 A 2 , …，率 

A b ) 

不过，这个 等式右边部分是必參事件的 概率，其概率値为 
1，因此，就全事件系统而言， 

P(Aj) +P(Ai) +… + P<A n ) =1 
由此证得。 

例 1 射手射击图 1所示的靶标，每100 发射击 成绩为 t 
44 发命中 1 区， 

30发命中2区， 

15 发命中 8 区， 

6发命中4区， 

4 发命中 5区， 

1发命中6 区， 







<44+ 30 + 15 + 6 + 4 + 1 =100) D 显然，这六种射击结果组 
成了全事件系统。各部分对应的概率等于 
0.44 0.30 0.15 0.06 0.04 0.01 

我们可得到 

0.44 + 0*30 + 0.15 + 0.06 + 0.04 + 0.01 =1 

有时，射到第6区间的子弹全部或部分未打在靶子上， 

从而无法统计。但是这不妨碍求命中该区间的概率，在这种 
情况下只要用1减去命中其它各区间所有槪率之和就是了。 

例2统计表明，在某一纺织工厂中，纺织机每一百次停 
车中需要纺织工人动手操作的情况平均是： 

22次由于断了经纱， 

31次由于断了纬纱， 

27次由于换梭子， 

3次由于打梭板掼坏， 

而其他停车是由于别的缘故。 

我们发现，除了其他原因以外，纺织机停车有四种确实 
釣原因，其概率分别等于 
0.22 0.31 0.27 0.03 

这些概串之和等于0.83。上述纺织机停车的原因与其他原因 
—起组成了全事件系统。因此，其他原因引起纺织机停车妳 
概率为 1-0. 83=0.17。 

§ 6实例 


根据上述全事件系统的理论，时常有效地进行所谓“先 
敬的”概率计算。例如，我们来研究一下宇宙质点落到 一4 v 
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捩被等分为六个方格的矩形场地上的情况（图 2) 。这些场 
:地处于相同的条件之下，没有任何根据作出宇宙质点落到六 
个方格中某一格的机会比落到其他方格的要多一些的假定。 
S 此假定 * 宇宙质点落到六个方格中每一格的机会平均一样 
多，即质点落到这些方格的概率 Pi 、 p 2 、 p s 、 p 5 、 
彼此相等。假如仅只关心落到该场地的宇宙质点，则由此得 
出，每一格的槪率 P 等于1/6,由于这些槪率的数值彼此枏 
嗨， 因此根据前面业已钲明的理论，概率之和等于 U 



图2 

当然，根据一系列假设所得出的结论需要实际经验的检 
验。但是，在同样的情况下，我们是如此习惯于肯定经验结 
论，以致在实际检验之前完全有把握地相信我们的理论假 
设。在这样一些情况下，通常说该问题可以有 n 个不同的筹 
痛率结果（如在本例中，可以把宇宙质点落到六个方格中之 
一格的结果作为宇宙质点落到矩形场地的结果）。 

n 个结果中，每一独立结果的概率等于 l / n 。这种“先 
验”计算的重要性在于，在很多情况下，即在大批量作业的 
掘率或者完全不可能确定，或者特別难于确定的条件下，它 
可以预测出事件的概率， 
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例 1 公债券的顺序号通常用五位数字表示。求随意抽 
取的中奖序号末位数字为7 (例如，序号 596 G 7) 的概率。 
为此，根据概率的定义，必须査看长长一系列中奖号码表并 
统计出有多少中奖序号末位数字为7。该数字与中奖总数之 
比就是所求的概率。但是， 0、 i 、2、3、4、5、 e 、 

7、8、9十个数字中每一个数字毫无例外地有同样多的机 
会作为中奖序号的末位数字。因此毫不犹豫地推测出所求的 
概率等于0.1。这个理论“预测”的正确性极易检验 I 对任 
意一■段中奖号码表作一些必要的统计就可证实，10个 数中任 
一个数出现在末位的机会确实占总数的1/10。 

例 2连接相距2公里的 A 、 B 两站的电话线在某一不明 
:地点断线了。求电线在离 A 站450米内断线的 概率？ 设想把^ 
:全部电线按一米分段，由于所有这些线段完全一样，就可以 
假定每米电线断线的槪率是一样的，由此很容易地算出 ，所 : 
~求概率等于 

450/2000 = 0.225 
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第三章条件概率与乘法定理 

§7条件槪率的槪念 

假设有两个工厂生产电灯泡，第一个工厂提供全部所需 
:产品的70%,第二个工厂提供 3 G %。 第一个工厂平均每一百 
个电灯泡中有83个符合标准 ㊀ ，而第二个工厂平均每一百个 
电灯泡中只有63个符合标准 • 

根据这些数据极易计算出，被用户购买的平均每一百个 
电灯泡中，有打个符合标准 ©• 因此，购买符合标准的电灯 
的概率等于0.77,不过，假定已经査明商店里所有的电灯 
泡都是第一个工厂生产的。那么用户购买符合标准的电灯泡 
的概率就要改变。它将等于 
83/100 = 0.83 

这个例子表明：给某个作业（本例中是指购买电 灯泡〉 
赖以发生的总条件里补充一个新条件（本例中的新条件是指 
明电灯泡是由哪个工厂生产的），就可能改变单个作业的这 
种或那种结果 • 显然，根据槪率定义本身要求，进行大批置 
作业的总条件应准确确定。如果把某个新的条件补充到总条 
件之中，实质上就改变了这个总 条件* 于是，大批量作业就 
是在新条件下进行 《 这实际上已成为另一个作业了*在这种 


㊀ 如果电灯泡能亮1200小时以上，则称它符合标准（满足标 
推要求 ） I 反之，则称它不符合标准 • 

㊁ 即是 0 .7 X 83 + 0 .3 X 63 • 77 





情况下，这种或那种结果的槪率已不是在初始条件下的概率 


To 


这样一来，对于购买电灯泡这同一事件有两个不同的紙 
率，不过这两个概率是在不同条件下计算的：未增加补充条 
件（不考虑电灯泡是哪个工厂生产的）时，得到购买符合标 
准的电灯泡的无条件槪率为 0.77; 增加补充条件（即电灯故 
是第一个工厂生产的〉时，得到与前面结果有所不同 梅条件 
* 率为 0.83* 如果用事件 A 表示购买符合标准的电灯泡，甩 
事件 B 表示电灯泡是第一个工厂生产的，则通常用 P (A) 
表示事件 A 的无条件槪率，用 P B ( A ) 表不事件 A 在亊件 B 
存在的条件下（即电灯泡是第一个工厂生产的）的概率，从. 
而得到 

P ( A ) =0.77 PbCA ) ^ 0.83 

由于只有在某些准确确定的条件下才能论及给定作业的 
某种结果的槪率，所以严格地说，一切概率都是条件概率。 
因此无条件概率这个词本身不可能存在。不过大多数具体间 
题的情况是 * 某个确定的、完成所有作业都霈要的总条件 K 
是该问题中一切作业的基础条件。如果在计算某概率时，除 
了总条拌 K 以外，不附加任何其他条件，那么可以把这种概 
率称为无条件麻率，如果计算概率时除了所有作业都慊要的 
总条件 K 外，还有某些准确确定的补充条件，那么这种槪率 
就称为条件概率* 

当然在上例中假定，出售的全部电灯泡都是在同样的确 
定条件下生产的》这个 fi 定理所当然，以致在提出问题时部 
无需赘述。如果对该种电灯泡不附加任何补充条件，那么把电 
灯泡试验的这种或那种结果的槪率称为无条件概率 • 如果再 
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跗加某种补充荽求，那么在这些条件下所计算的槪率就是条 

件概率了。 

供1在本节开头描逑的问题里，销售第二个工厂的电灯 
泡的概率显然等于0.3。现假定销售的电灯泡都符合质量标 
准，那么销售第二个工厂生产的符合标准的电灯泡的概率怎 
样呢？ 

销售的每一千个电灯泡里有770个质量符合标准，其中 
第一个工厂的电灯泡581个，第二个工厂的电灯泡189个 3 • 
S 此，销售第二个工厂生产的符合标准的概率是 
189/770勿 0.245 

这就是销售第二个工厂电灯泡的条件概率（假定电灯泡都符 
合标准） i 从前面给出的式子 g 可以得出 
P(Bl =0*3 Pa (BT ^0.245 
< g 表示事件 B 的非） 

倒 2 对某地区多年的观察表明，10万名年满十岁的儿 
童中，活到四十岁的平均82277人，活到七十岁的37977人 a 
求年满四十岁的人能活到七十岁的概率 

因为年满四十岁的82277人中活到七十岁的平均有37977 
人，則年满四十岁的人活到匄十岁的槪率等于 
. 37977/82277^0.46 

如果用 A 和 P 表示下列事件： A —十岁儿竃活到了七 

㊀ 这用下列方法易于算出。每1000+电灯泡中平均有700个* 
第■^个工厂生产的，而第一个工厂每100个电灯泡中平均有83个质董 
符合标准。因此第一个工厂700个电灯泡中，质量符合标准的平均有 
7X83 = 531个。其余189个质量符合圬搜的电灯泡是第二工厂生产 

的。 


— 





十岁， B ——四十岁人活到了七十岁，则显然有 
P ( A ) =0.37977^0.38 P fl ( A ) ^0.46 


§8槪率的乘法定理 


再来研究一下上一节的例1。在每一千个销售的电灯泡 
中，第二个工厂生产的平均为300个，而这300个中质量符合 
标$的平均有189 个。、 由此得到电灯泡为第 二个工 厂生产(事 
件 B ) 的概率是 

: P ( T §) =300/1000 = 0.3 


而在第二个工厂生产的这一条件下，质量符合标准的概率为 
P *5 ( A ) =189/300 = 0.63 . 、 

因为每一千个电灯泡中， g 二个工厂生产的而且符合质 
量标准的有18 9 个，则事件 A 与互同 时出现的概率等于 



i 89 , 300 x 189 

1000 ~ 1000 'soa 


=P ( B )- Pf ( A ) 


这个乘法定理可方便地推广到一般情况 • 假设在每批 n 
次作业中，结果 B 平均出现 m 次，而在每批结果 B 出现的 m 
次作业中，结果 A 出现 Z 次，因此 

P ( B ) = m/n P b ( A ) = 1 /m 


P(A 与 B ) - = jj « P ( B ) • P b (A) (i) 

乘法定理两个事件同时出现的龜率等于第 _ 个事件 
概率与僵定第一个事件迆已存在鉍条#下所#出的第=个事 
件的条件槪率相乘 之积。 

当然，可以把两个事件中的任一个称为第一个事件，因 


此根裾式（1).，可以同样地写出： 

P ( A 与 B ) = P ( A ) • Pa < B ) (1，> 

由此可得出重要的关系式： 

P ( A ) • P a ( B ) = P ( B > • Pb ( A ) (2> 

在前面所举的例子里，有 
P(A 与 5) =189/1 G 00 P ( A ) =77/100 

P A (~ B > =189/770 

由此证明式 （1 /) 是疋确的。 

例在某一工厂里有96%的产品合格（事件 A ) ; 每一 
百个合格产品中平均有75个是一等品（事件 B ) 。求该工厂 
生产的一等产品的概率。 

因为要使产品是第一流的，就须使产品是合格的弋事件 
A ) 且又是一等品（事件 B ) ，所以求 P ( A 与 B ) 。 

由问爾的条件可知 
P ( A ) =0.96 Pa ( B ) =0.75 
因此根据公式 ( 1 ，) 

P ( A 与 B ) =0.96 x 0.75 =0.72 

§ 9独立事件 

不同纺纱机生产的两卷纱的强度试验表明，某一长度的 
第一卷纱的试样经得住标准载荷的槪率为 0.84© ,而第二卷 
纱——概率为0.78。求取自不同纱卷的两 种纱綠 铽样都 
处在经受住标准载荷状态的 4 i 。 

.. 厂二 ， ' 

0 这意味着从第一卷纱取出的100件试样中，平均有84件试洋 
经得 住这一载荷，而16件试样经不往并且 断了。 
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用 A 表示从第-；卷纱中取出的试样经受住准载荷 的事- 
件，同样用 B 表示从第二卷纱中取出的试样经受住标准载荷 
的事件。因为是求 P ( A 与 B ) ，则采用乘法定理： 

P(A 与 B) =P(A)Pa(B) 

显然式中 P ( A ) =0,84,但 Px ( B ) 等于多少呢？根据条件抵 
率的一般定义， ： P A ( B ) 是对于第一卷纱试样经褥住的标准载, 
荷第二卷纱试样同样也能经得住的概率 * 不过，虽然我们 
可以同时进行这些试验，但是纱线试样取自各纺织机生产的 
完全不同的纱卷，因此事件 B 的概率不取决于事件 A 是否 发- 
生。 这实际意味着，第二卷纱试样经得住标准载荷试验的百 
分比不取决于第一卷纱试样的结实程度 ， SP 
Pa ( B ) = P ( B ) = 0 # 7 S 

由此得出 

P ( A 与 B ) = P ( A ) • P ( B ) = 0.84 X0 # 78 = 0.6552 
正如我们所见，这个例子与前面各个例子的不同之处在 
于： 尽管给总条件附加了事件 A 存在这一条件，但 B 的: 
概串并不随之改变。换句话说，条件槪率 P “ B ) 等于无条 
件概率在这种情况下认为事件 B 与事件 A 无关。 

不难相信，如果 B 与 A 无关，那么 A 也与 B 无关，其实， 
如果 Pa(B) = P ( B )， 则根据公式 (2 )， 有 Pb ( A)=P CA )， 
而这就表示事件 A 与事件 B 无关。这样，两个事件的独立性 
是相互的。由此可#，对于互为独立的事件，乘法定理可变 
成特别简单的 形式： 

P(A 与 B ) = P ( A ) P ( B ) C 3> 

就象在应用加法定理的所有情况下必须预先规定各个事 
件之间互不相容性一样，在应用公式 （ 3 ) 的所有情况下，： 



▲必 须肯定事件 A 与 B 相互独立。忽视这一杀就会酿成大错 * 
如果事件 A 与 B 相互关联，则公式 （3) 不正為，在这种情况 
下应该用较为普遍的公式 （ 1 )或(" ） 。 

将公式 （3) 推广来求三个或多个(而非 两个) 相互独立事 
件出现的槪率甚为容易*例如，有三个相互独立的事件 A 、 
B、C (这意味着，其中任一事件的概率不依赖于其他两个 
事件出现与否 >• 因为事件 A 、 B 、 C 相互独立，则根据公式 
<3) 

P (A 与 B 与 C ) = P (A 与 B ) • P ( C ) 

将公式 （3) 代入，得到 

P ( A 与 B 与 C > = P ( A ) P ( B ) P ( C ) (4) 

显然，只有当所研究的一组任意个事件相互独立（即其 
甲每个事件的槪率不依赖于其余事件出现与否）的情况下， 
上式才睡成立。 

任意个相£独立的事件同时出现的槪率等于这些事件的 
姆率的 乘积， 

例 1某工人看三台纺织机，在一小时内纺织机不要求 
工人维护的概率最，第_台为0.9，第二台为 0. S , 第三台为 
°- S 5. 求一小时内一台纺织机也不镭要工人_炉的概率， 

由 f 纺织机的运 铐相互 独立，根据公式 （ 4 ) 所求的概 
率等于 

0.9X0.8 xo # »5=0.612 

例 2在例1的条件下，求在一小时内三台纺织机中.至 
少有一台不要求工人维护的概率， 

由于这里 所求的槪率是 P ( A ， 成 B ， 或 C ) 型的，因此 
首先想到加法定理，但是很快考虑到这个定理在这里不适 




用，因为三个条件中的任意二个都是彼此相容的（即在同一 
时间里，任何一台机器不妨碍另两台机器顺利烛工作>,而且 
很快发现加法定理与此处讨论的问题无关，因为三个,已知概 
率之和大大超过1，因此这不可能是任何一个的 概率。 

同时也注意到纺织机需要工人维栌的概率：第一合为 
0.:，第二台为0, 2 ,第三台为0.15。因为这三个事件相互独 
立，则按公式 （2) ,三个事件都出现的概率为 
0.1 X 0.2 x 0.15 = 0.003 

但是，“三台纺织机都要求工人维护”的事件和“三台 
纺织机中至少有一台不要求工人维护”的事伴显然是一对对 
立事件。因此，它们槪率之和等于1。因此所求的概率为 
1 -0.003 =0.997 

当事件的槪率如此接近于1时，这个事件实际上可认为是必 . 
然事件。次意味着，在一小时内三台纺织机中总是至 少有一 
台在 颐利地 工作， 而不要 求工人维护。 

例 3 在一 定的条件下，在试验台上试验 250 台仪器。 
在一小时内，其中某台仪器发生故障的概率等于 0.004, 而 
且这一概率对所有仪器都是一样的。求在一小时内至 少有一 
台仪器出故障的槪率。 

一台仪器不出故障的概率应是 
1 -0.004 = 0.996 

根据独立事件的乘法定理, 2 50台仪器中一台 都不出 故障的 
槪率等于 25 0个因子（每个因子为 0.996) 的乘积，即等 
于（0.9 9 6) 18 、于是仪器中至少有一台发生故障的概率等于 
1 - (0.996)”。 

这里不作详细计算。计算结果表明，这个数近似等于5/8。 
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因此，在一小时内，每台仪器发生故障的概率尽管很小，但 
是，在大量仪器进行试验时，至少有一台仪器出现故障的概 
率却相当可观了。 

由上述二例很容易得出一个重要的规则。即一些互为独 
立事件 Ah A ，、 ……、 An 中至少^ 一个事件出现的概率 
PfAi ，或 A 2 ，" •，或 An ) 。如果用 Ak 表示 Ak 未发生的事 

件，则事件 A K 与是相互对立的事件，因此 

P(Ak) + P( Ak) = 1 

另一方面，事件 . 、 An 显然是相互对立 

的；结果 

P ( A 1 , 与 A 2 ， 与…，与 An) … 

= P ( A 1 ) P(Al) ■- P ( iU ) 

=[1 -PCAJDCl - P ( A 2 )] … [ 1 “P (An) : 

最后，事件 （ A ^， 或八 2 ，…， 或 An ) 与 （ A , ，与 

h 、 …，与又是互为独立的事件 (或 者至少有一个事件 

A K 出现，或者所有事件 Ik 都出现，因此， 

P ( Ai , 或 A 2 , ’•"，或 An ) 

= 1 - P < A ,, 与 Aa ， …， 与 An ) 

- [1- P ( Ai )][1 — P ( A 2)〕 … [1- P ( An )] 

(5) 

这个重要的公式可以计算出事件 Ah A 2 ……、 An . 在其给 
定的概率之卞，至少有一个事件出现的概率 0 但是，这个公 
式仅在这些事件是互为独立事件的情况下才能成立。在特殊 




犢况下，即当所有事件 A K 具有同一概率值 P 时（如例 3 )， 

则 ' 

P(Al, 或人 2 ，…， 或 An ) =1— ( l - p ” （6) 

例4 ( 加工一批形六面体仪_零件。如乗每边边长偏 
离规定尺寸不大于 O.Olmm 则认为零件合格。偏差超过 0.01 
mm 的概率是： 

长 Pi =0.8 
宽 p 2 =0.12 

FrJ p 3 = 0,1 J 

.求零件不合格的概率 P 。 

若零件不合格，则它至少有一条边长与规定尺寸的偏差 
大于 O . Olmm 。 通常这三个事件可认为是相互独立的（因为 
这些偏差基本上是由各种原因引起的）。因此解此题可用公 
式 （ 5 ) 。于是 

P — 1 — (1 — p I ) ( 1 一 P 2 )(l — P 3) 〜0.27 
由此可知，100个零件中平均有73个合格 a 


第四章加法定理与乘法定理 

的推论 

§10若干不等式的导出 

现重新回顾前一章关于电灯泡的 例子。 先引入以下表示 
事件的符号 t 

A —— 符合质量标准的电灯泡> 

A * —■不符合质置标准的电灯泡 | 

B ——第一个工厂生产的电灯泡； 

云——第二个工厂生产的电灯泡。 

显然，事件 A 与事件1是一对对立事件,寧件 B 与五也 
是一对对立事件。如果电灯泡符合标准（事件 A ) ,则它或 
者是第一个工厂生产的（事件 A 与事件 B ) ,或者是第二个 

工厂•产的（事件 A 与事件"5)。因为这两个事件互不相容， 
根据知法定理： 

P ( A ) = P(A 与 B )+ P(A 与 (1) 

同理可得 

P ( B ) = P 〈 A 与 B ) + P ( A ^ B ) ^ 2 > 

再来研究事件 （ A 或 B ) ,会出现三种可能性： 

1 ) A 与 B | 


— 



2) A 与 B , 

S) A^B. 

三种可能性中任意二种是互不相容的，因此裉据加法定理 
P(A 或 B ) : P(A 与 B ) + P(A 与 S ") + P ( Z 与 B ) 

( S ) 

将 （1) 式与 （2) 式相加并考虑到 （3) 式，很容曷得 

， .* . r 


到> 



P ( A ) + P ( B ) = P(A 与 B ) 

+ P(A 或 6) 


于是 



P ( A 或 B > ^ P ( A ) + P ( B ) 

- P ( A ^ B ) 

<4> 

现在得到了一个很重要的结果< 

,此处虽是讨论一个具体 


实例，但它具有普遍意义，其结论可适用于任意一对事件 A 
和 B 。 在这之前，概率 P ( A 或 B ) 表达, 式是在对事件 A 、 B 
给予特定假设条件下得到的（开始，假设它们是不相容的， 
然后，假设它们是相互独立的）。现在得到了对于任意一对 
事件 A 和 B ， 在无任何补充假瘙条件下都成立的公式 （4) * 
我们应当注意公式（4> 与前面导出的一些公式之间的 
一个实质性区别。在以前的公式里，概率 P ( A 或 B ) 总是 
Rmm ^ pcA ) 和 p ⑻表示，_，知道事件 a 与事 
件 B 的率就能够求出 （ A 或 B ) 的概率。在公式（ 4 ) 里 
情由就不 同了。为了计算 P ( A 或 B ) 的值, 除 了知道 P < A > 
和 P ( B ) 外，还必须知道 P ( A 与 B ) ,即事件 A 和 S 同时 
出現 fel 概率。而且在一般情况下，即在事件人与事件&之间 
为任 i 关系之下，求概率 P ( A 与 B ) 并不比求概举 
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B ) 容易。因此，人们很少釆用公式 （4) 进行直接的实际 
计算，但是它却有很大的理论价值。首先我们深陰，作为个 
别例子，从公式 （4) 很容易求出以前 的各个 公式。如果事 
件 A 与事件 B 彼此不相容，则事件 （ A 与 B ) 的概率不可能 
出现。即 P ( A 与 B ) =0。公式 （4) 就变为 下式： 

P ( A 或 B ) =P ( A ) +P ( B ) 

即变为加法定理表达式。如果事件 A 与事件 B 相互独立，则 
根据第23页公式 （ 3 ) 

P ( A 与 B ) - P ( A ) P ( B ) 

由公式 （4) 得到 

P ( A 或 B ) = P ( A ) + P ( B ) - P ( A ) P ( B ) 

=1 -[1 - P ( A ) ][i - P ( B )] ' 

这就是第 26 页的公式 （ 5 ) < n = 2的情况）。 

此外，从公式 （4) 可得出一个重聲的推论*因 为在所 
有情况下， P ( A 与 B ) >3, 那么从公式 （4) 得出在所有情 
况下 、 

P ( A 或 B ) < P ( A ) + P ( B ) (5) 

该不等式很容易推论到任意数量的事件。例如，在三个 
事件的慵况下，根据公式 （5) , 

P ( A , 或 B ， 或 C ) < P ( A 或 B ) + P ( C ) 

< P ( A ) + P ( B ) : ' 

羅然甩同祥的方法可从三个事件引伸到四个事 件。； ^叔 
类推> 得到了蓊遍性的结论： ' 

在着干事件中 S 少出现一个事件的概寧总是小于病寧 
観率之这里，只有当这些事件中任意两个事件覩互 
不相容时，上式两边才相等。 

釋 — 



§11 全槪率公式 


我们再来讨论第 is 页关于电灯泡的例子，并仍采用第23 
页引入的几种符号。正如前面所述，第二个工厂生产的符合 
质量标准的电灯泡的概率为 


作认） = n ^- = °. 63 

第一个工厂生产的符合质量标准的电灯泡的概率为 


Pb(A) 

[ ' 
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假设我们不仅知道这两个数字，并知道电灯泡在第一个工厂 
生产的概率为 


P(B) =0,7 

在第二个工厂生产的槪率为 


P(B) =0.3 

求无条件概率 P ( A ) ， 即求对电灯泡生产厂家不作任 
何假定的条件下，每个电灯泡符合标准的槪率。 

为解此题，我们作如下研究。用 E 表示电灯泡是第一个 
工厂生产的，且其质量符合标准这样一神双重事件；同样用 
F 表示电灯泡是第二个工厂生产的，且其质量符合标淮的双 
重事件。因为所有标准电灯泡是由第一个工厂或第二个工广 
生产的，那么，事件 A 等于事件 “ E 或 F ” ，又因为事件 E 
和事件 F 互不相容，根据加法定理，有， 

P(A) : P(E) +P(F) (6 ) 

从另一方面，•要便寧"袢 E 成立，就应该：1>电灯泡由 


第一个工厂生产 （ B ) > 2) 它符合标准 （ A > •因此，事 
件 E 等于事件 （ B 与 A ) • 由此，根据窸法定理 

P ( E ) = P ( B ) Pb ( A ) 

用完全相同的方法可 得到： 

P ( P ) = P ( B ) P n ( A ) 

将它们代人等式 （6) i 

P ( A ) = P ( B ) Pb ( A ) + P ( B ) P b ( A ) 

这个公式解决了求解问题，代人已知数据，求出 
P ( A ) =0.77。 

举例为播种而购买了一些甲等小麦种子，其中混有少 
量乙、丙、丁等种子，从这些种子中任意敢一粒，这个事件 
是：该粒种子是甲等的用表示，是乙等的用表示，是 
丙等的用八 4 表示，最后，是丁等的用表示。已知任意取 
的一粒种子是这等或那等的槪率为 

P ( Ai ) =0.96, P(Ai) = 0,01, 

P(Aa) ^ 0.02, P(A4> = 0,01 
(这四个数之和等于1,对全事件系统而言，这是理所当然 
教 I 〉 * 

麦种长成每穗至少有 5?) 粒籽的麦穗的概率是 s 

1) 甲等种子的为0.50， 

2) 乙等种子的为0.15 ; 

3) 丙等种子的为0,20> 

4) 丁等种子的为0.05。 

求麦穗至少有 5 G 粒籽的无条件 概率。 / 

令 K 表示麦穗至少包含50粒_亊件,则根据问题的条 
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Paj ( K ) = 0.50 Pa 2 ( K ) -0.15 

Pa * ( K ) —0*20 pAi ( K ) =0,05 

. 我们的任务是求 P ( K ) 。 用 ^^表 示甲等麦种，并且其 
生长麦穗至少包含50粒籽的事件，因而与事件(八:与尺 
相等；用同样方式可以表示出： 

Ei - •事件 （ Az 与 K ) > 

Es ——事件 （ A s 与 K ) , 

E 4 —事件 （ A * 与皮）。 

要 便事件 K 出现，显 然必興 使齊件 E /， Ei , E 3 , E 4 中 
的一个出现，由于这些事件中 fe 意两个互不相容，则根据加 
法定理，我们得到 , 

P ( K ) - P ( E ,) + P(EO + P (*^ 3 ) + P ( E f ) 

(7) 

从另一方面，根据乘法定理 

P ( Ei ) = P ( A ^ K ) - PCAi ) P Al ( K ) 

P ( E a ) =?(人 2 与10 = P ( At ) Pa »(|0 
P ( E 3 ) =?(久 3 与10 = P ( A ,) Pa 3 ( K ) 

P < E 4 V •与 ip fP < A 4 ) Pa 4( K ) 

将这些式子代入式 (?), mit 

P ( K ) = P ( A !> Pa !( K ) + P ( A 2 ) Pa 2 ( K > + 

P ( A $ ) Pa »< K ) , + P ( A 4) Pa4 ( K ) 

显然，问題由此可解 • t 

把已知数代入上式，求出 
P ( K ) = 0.486 





根据上面两个类似的例子，得出一个重要的通用定理 
现在，可以毫不费力地用公式表示并给以证明。设某个作业: 
有 Ah A 2 、 … An 个结果，它妇组成一个全事件系统 
(这意味着，这些事件中的住何两个事件互不相容，并且， 
其中必有某个事件要出现）。因此，对 f 该作业的任意一种 
可能的结果 K ， 有下式 成立： 

P ( K ) = P(AJ P Al ( K ) + P ( A £ ) Pa“K) + … 

+ P ( An ) Pah ( K ) — (8 ) 

公式 （8) 通常称为全槪率公式 a 采用与上两例中一模 - 
一样的方法就可证明该公式。首先，事件 K 的出现要求事件 

(Ai 与 K) 中 的某一个事件 出琿， 因此根据加 法定理 

P ( K )= 2 P Ai 与 K ) (9 > 

i-i 

其次，根据乘法定理 

P ( Ai 与 K ) = P ( Ai ) P Ai ( K ) 

将此式代入公式 （9) , 就得到公式 （8) 。 

§ 12巴叶斯公式. 

上一节的一些公式加上其他附加条件，可推导出 一个重 • 
要 结论。 现从这个结论入手，在研究实例的基础上再阐述公 
式的现实意义。 

再一次设事件 A :、 A2 、 A n 是窠个作业的全部结 

果。如果 K 表示该作业的任一结果，裉据乘法定理 
P ( Ai 与 K ) = P ( Ai ) P ^ PE ) 

= P ( K ) PK ( Ai ) * (1 < i < n > 
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由此 


pK(Ai) = 


P(Ai) P Ai (k) 


P (K) 

或者用全概率公式 （8) 表示上面分数的分母，得 


( 1 


P(Ai) Pa. (K) 

Pk (Ai) = j ——― : -- 

EP ( Ar ) P Ar ( K ) 


( 1 <i<n> 



( 10 ) 

这就是 B 叶斯公式，它在实际概率计算中有许多 附加条 
件。在下图所示的各种情况下多半采用此公式。 

假设对在直线 MN 上的目标进行射击(图 S ) 。设想把 
该直线分为五段： a 、 b '、 b 〃、 c '、 c 〃。 并且不知 it 自标的 
准确位置，只知道目标在五段中这一段或那一段的槪率 ，并 
假设这些概率为 

P(a) =0.48 P(l/) -P(b f/ ) =0.21 

P(c / ) =P(c") =0.05 • 



b" a b 


图 3 

这些概率的和等于1。 

用 h b '、 b ' c '、 分别表示目标 & 于备线段 dt 梅事 
件。因为知道目标在线段 a 上的概率最大，所以,射手自 、你 
朝它射 击的次数多。由于不可避免的射击误差，也可能儀离 



a 段，而在其它段上命中目标。设命中目标（事件 K ) 的槪 
率是：辨 

如果目标位于线段 a 上，贝! !P ft (K) =0.56 
如果目标位于线段 V 上，则 PV ( K ) = 0 .n 
t 如果目标位于线段 b 〃上，则 Pi /( K ) =0.16] 

' 如果目栲位于线段以上，则 P /( K ) =0.061 

如果目标位于线段 c " 上，则 P ，( K ) =0.02 
假定射击后命中了目标，则构成事件 K 。 目标在各线段 
上的概率——前面已有的（即 P(a) , P (bO …… ） 数 
值一 要重新估计。这种重新估计由定性判断就一目了然， 
无需计算， 当朝 a 段射击并命中目标时，槪率 PU ) 显然增 
大•但是，我们想准确地、定^地求出重新估计值，即想求 
目标在备 带可能 线段上被命中 . 的概:率 P K ( a ) , Pk( b 7 ； 

. 的准确表达式 * 巴叶斯公式可以立即求解这一问题 * 

P K ( a ) = P ( a ) P .( K ) CP ( a ) P .( K ) + 

P ( b" ) Pf /( K ) + P(b") Pfc "( K ) + P(cO Pc/CK) + 
P ( c ，） Pc ^( K ) D -^0.8 

由此看到， PkU) 的确比 P(a) 大。 

同理，可以容易地求出目标在其他线段上被命中的概率 

Pk (b。 …… • 

由巴叶 斯公式给出的上述槪率表达式彼此之间的区别只 
是分子不同， 而它的分母相同，即 P ( K ) 〜 0.34* 指出 
这 一点对计算概 率是有益的。 

解匍类间題的一般思路可作如下描述。设某神作业的条 
件包含某个未知项，关于它苛以有 n 个不同的假设事件，即 
A 1 V A *、 … A b , 它们组成事件的全系统。由于这种或那种原 
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因， 在试验之前已经知道了这些假设事件的概率 P ( A ,) , 
也知道假设的 A , “联系”某一事件 K (例如，命中目标） 
的概率 Pa ^ K ) ( l < i < n ) ( P A 1 ( K ) 是在假设的 A t 

为真的条件下事件 K 的概率）。如果试验结果事件 K 出现。 
则势必要重新估计假设事件 A ^的概率，并求这些假设事件 
釣新概率 Pk ( Ai ) 。用巴叶斯公式即可解这个问题。 

在炮兵射击演习中有一种所谓“试射”射击，其目的是 
搞准射击条件。这时，需搞清楚的未知项不 R 有】目>元的位 
置，而且有影响射击效率的其他任一项射击条件（其中包括 
所用武器的这种或那种特性）。 


这种射击往往不止一次而是多次，并且裉据已得到的射 
击结果提出计算新的假没概率的问覇。这种情况屡见不鲜❶ 
在所有这些情况下，。槔出的问題可用巴叶斯公式迎男而解 • 
为简化起见，在上述一般令式里，令 
P ( Aj ) =Pi , P Al ( K ) =pi Cl < i < n > 

于是巴叶斯公式变成简单形式 


Pk ( Ai ) = 


PiPi 

EPrpr 
r = 1 


假定进行了 s 次试射，事件 K 出现 m 次， K 未出现次数为 
m 。 用 K •表示 s 次射击中得到的结果。又假定，每次射击 
:结果是相互独立的。如果4,这一假设为真，结果 K 的槪率等 

于 Pi ， 那么，意味着对立事件（即 K 未出现的事件）的槪 
瘅等于 1— Pi 。 

根据独立事件的乘法定理，在射击中事件 K 出现确定的 
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m 次的槪率等于 Pi » ( l - pi )*-" 1 。 由于事件 K 出现 m 次 
的射击可能是 s 次射击中的任意 m 次，则事件 K * 可能为 C ? 

个不相容事件。这样一来， m 根据概率的加法定理 

Pa a ( K*) =Cgp~ Cl -Pi) s-m (1 <i<n) 

于是，巴叶斯公式可为 

_ PiPi m (1 - pi ) 8 " m 

r K n 

EP - p m r (1 - Pr ) s - m 

r=i 

(1 <i<n) (11) 

这就解决了前面提出的问题 * 显然，类似釣问题不仅发 
生在炮兵演习之中，而且存在于人类活动的其拖一些相域。 

例1在本节开头所研究的间題里，如果对 a 段的两次连 
续射击都命中了目标，求目榇在该段的概率 9 
用 K * 表示两次命中目标，裉据公式 （11) 有 
…、 P ( a ) CP .( K ) D * 

一 Pk •⑴ = PU )〔 P i ( K )〕 2 + P < b ') t ： Pk 7 '< K )〕 2 + … 
经过不甚复杂的计算后表明，由于两次命中的结果，目 
标位于线段 a 的概率还要增大。 

例2在某项生产中，产品符合标准的概率等于 L9 6 。 
设有一简化的试验系统 e, 对于符合标准的产品,_出疋结果 
的概率为匕时：对于不哼合标淮的产品，给出 负蠄果 的概率 

, r 一- . 1 . 丨 1 " ■ 

© 简诜拴验实际上非常必要。例如，电灯泡投放市场时，如果 
对其使用寿命都要进行点燃检验，而且点燃时间不少于 1200 小时，那 
么用户就会买到一个报废或即将报废的电灯泡，因此人们采用别的办 
法，比如用检奎电灯泡的耐燃性试验来代替电灯泡的点燃时间试验 * 
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只有 G 。求某种产品两次经受简化试验，符合标准的槪率？ 
这里，全部假定的事件系统由两个对立事件构成： 1) 
P 品符合标准； 2) 产品不符合标准。在试验之前，这些假定 
事件的概率分别等于 =0.96* P 2 =().0 h 在第一个假定 
事件里，产品经受住试验的概率= 0.98, 而在第二个假 
定事件里 , Pa = ()• 05。在两次实验之后，根据公式 （11 ) ， 
第一个假定事件的槪率等于 

F]Pl ^ 0,96 x (0,98) 2 _ 

p ip a + p ap 2 ~0 o 96 x (0.98) 2 + 0.04 x ( 0 ； 05 ) 2 

义 0.9999 

我们看到，如果产品经受了本题所说的试验，则在1万 
件产品中只有一件产品可能不符合标准9当然，这完全满足 
实际要求。 

例3在研究某一病人症状时，怀疑他患有三种疾病中 
的一神： A x , A 2 、 A 3 o 在给定条件下它们的槪銮是， 


为搞清病情，决定作几次化验，化验后给 Hi 肯定结果的 
概率如下：疾病入：为^,疾病八 2 为0.2,_0人 3 为 0.9, 曾 
经作了五次化验，其中四次为肯定结果，1次为否定结果 • 
现求化验后每种疾病的概率。 

对于疾病 A :, 按乘法定理，被指出的化验结果的概率 
为 P := C 4 5 x (0.1) ~0.9。对第二种疾病而言，这种概率 

为 P 2 = C〖x (0.2) 4 x 0 # 8 o 而对于第三种疾病而言， 
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ps = C g x(0*9) ‘ x 0* 1 o 

根据巴叶斯公式，求出化验后疾病人 1 的 概率为 

PiPi _ 

P1P1 + P2P2 + P 3 p S 

— x (0.1) 4 X 0.9 
▲ 



各 *(0.1> 4 -0.9++* (0.2)1 0.8+4^ (0.9) ‘，()•】 

么 6 4 
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〜 0.988 

因为这三个事件 As 、 A , 在化验之后组成了全事件系 
统，那么若要检验计鍊结果,可抱三个_梅|^不言而 

瑜， 其旬必然等于 2 。 



第五章伯努利试驗 

§13实 例 

例1某一品种棉花纤维，其长度小于 45mrn 的占 75 %, 
长度大于（或等于） 45mm 的占 25% 0 求任取三条纤维，其 
中二条短于—条长于 45 mm 的概率 • 

用 A 表示选出纤维长度小于 45 mm 的事件，闬 B 表示选 
迚的纤维长度大于 45 mm 的事件，则显然 

P(B) 

4 4 

进一步约定用 AAJB 方式表示复杂 事件： 选出的头两根 
纤维短于 45mm, 而第三根长于 45mnu 显然，也有 BBA、 
ABA 等方式，这里需要计算的是事件 C 的槪率，即三条纤维 
中，二条短于 45xnin, —条长于 45mm 的槪率。为此就应该 
出现下列方式中的一种，即 

AAB, ABA, BAA ( 1 ) 

因为这三种结果中的 任意两 种彼此是不相容的，则按加 
法定理 

P(C) =P(AAB) +P(ABA) +P<BAA) 

因为我们可以把选择纤维的结果看作相互独立的事件， 
所以上式右边三个被加数彼此相等。根据独立事件各概率相 
乘的乘法定理， （1) 式每个方式的槪率是三个乘 :数' 的”乘 
积，其中二个:是 P(A) = 3/4,而另一个是 P<B ) = 
1/4,这样，式 （1) 三个方式中每一个的概率为 
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例 2 经过数十年连续观察，人们发现，每一千名新生儿 
中平均有515个男孩和485个女孩。 在某一有六 个孩子的家庭 
里,求女孩不多于两个的概率。 

要使我们所求的事件出现> 在这个家庭里女孩子数就应 
该是0或1，或2 。我们用 P。、Ph Pa 相应地表达这些茼 
部事件的槪率。显然，根据概率的加法定理，所求概率为 

P = P « + Pi + P 2 (2) 

对每个孩子而言，男孩的概率等于 0.515, 女孩的槪率 
等于0,485。 

首先求 P 。， 它是该家庭中所有孩子都是男孩的概率^ 
因为可以把生这种或那种性别孩子的事件看成是同生其他几 
个孩子无关的独立事件。则根据乘法定理，所有六个孩子都 
是 男孩的概率等于六个乘数（等于 0.515) 的乘积，即 

P 8 = (0,515>"^0.018 

再计算概率 Pi , 即家里六个孩子中，一个是女孩，其 
余五个是男孩的概率。由于女孩可能是出生颟序中的某个孩 
子（第一个，第二个等等），因此该事件可能以六个不同的 
方式发生。我们来研究以其中任一种方式出现的事件，例 
如,第四个孩子是女孩。这种方式 的槪率 按乘法定理等于六个 
乘数之积，它们之中五个乘数是 0.515, 第六个乘数（占据 
第四个位置的）是 0.485, 即该概率为 （0,515) * x 0.485 o 



这也是五种可能方式中任一方苏的概率。因此，根据加法定 
理该事件的概 率卩 1 等,于六个 （ G .515) 5 X 0.485 数之和，即 
Pi =6 x (0.515) * x 0.485^0.105 
现在东——即两个孩子是女孩，四个孩子是男孩的 
槪率。 和前面一样,我们立即发现，该事件能以一系列方式发 
生（例如，其中一种方式是，按出生顺序，第二个、第五个 
孩子是女孩，而其余的是男孩） a 根据乘法定理，每种方式 
的概 率等于 （0.515 WX (0,485) 2 。因此根据加法定理, 
Pi 等于乘数 （0.515) 4 x (0.485) 2 乘以被研究事件的所 
有方式数；于是，全部问题就归结为求这最后一个方式数 
了. ) 

每种方式都表示六个孩子中，两个是女孩，其余是男孩 
的情况。因此，各种各样方式的数目等于从六个孩子中选择 
两个孩子的不同选择法的数目，这种选择方法数等于从六个 • 
中选取两个的姐合数，即 


这样一来， 

, • *. 

Pz =Cl ><ij,515) 4 x (0 # 485) 2 

= 15 X (0.515) 4 X (0.485) 2 〜 0.247 
、 将所得结果相加，得到 
P : Po + Pi + i^O.OlS+ 0. 1.05+ 0.247 = 0.370 
， 因而，在这样多子女的家庭中，女孩数小于 1/ 3 ( 六 
个中不多于两个)，而男孩大于 2/3 的概率接近十分之四 
(P-0.37) o 



§ —4 伯努利厶式 

在上一节通过一系列例子了解到,每次都可能出现某― 
事件 A 的重复试骏。 * 试验” 一词包括非常丰富的、形形色 
色的内容。例如，如果对某一目标进行射击，那么， 

独射击就蠢连藎二&试蝱。如果检测电灯泡的燃烧寿命•则 
把每个灯泡的检测称为一次试验。如果按性别、 体重 或身高 
研究新生儿的组成，则调査每个婴儿就是一次试骚。一般地 
说，进而可以把某些条件（在这些条件下出现我们关心的某 
个事件）的实现也理解为一次试验。 

现在，开始研究胨率论中的一个主要公式，该公式除了 
在各个知识领域具有实用价僮外，对数学科学分支——槪率 
论本身也具有很大意义。 这个公式就是研究各个相互 独立读 
验的顾 序性。 所谓独立试验是指每个试验的这种或那种结杲 
的槪率与某些结果出现的或者在别的试验中出现的:傭况无 
关*在这些铽验的每个试验之中，某一事作 A 可能出现（或 
不出现）的概率 P 与试验的号数无关。所描5^^公式称为伯 
努科公式：该项研究的奠基人是 】7 丧纪瑞士著名学者雅可夫 
• 伯努利❶ j 

我们巳经在一些例子里碰到过伯努利公式，关宇这_点 
只要回顾上一节的例子即可信服。现在来求解下面的一般性 
问题 • 本章已研究过的例子都是它的局部情况。 

问鼷 在一定条件下，在每个试验中，事件 A 出现釣槪 
率等于求一组 n 个独立试验中事件 A 出现 k 次，未出现 

次的 槪率。 





把需要求槪率的事件分成一系列方式，为了得到一种确 
定的方式，我们当以任意形式从一组试验中选取 k 个试验，并 
假定，在这 k 个试验中事件 A 出现，而在其余 n-k 个试验中 
事件 A 未出现 a 这样一来，每一方式要求出现¥个确定的结 
果，其中事件 A 出现 k 次，未出现 n-k 次，根据乘法定理得 
到^每一确定方式的概率等于 

f 一 一 一 


各种可能的方式数等于由 n 个试验组成的每_组中取 k 个试 
验 的不同组数， 即等于 C5 。利用加法定理及 S 知的组合数 
学公式得 

C k = n (n - 1> … 〔n - (k - 1)3 
n k(k»l)—2* 1 

在 n 个独立试验中，事件 A 出现 k 次的概率等于 




(3) 


这就是所求之解。通常把表达 式变为 另一种形式使 


用起来较为方使。将分子、分母都乘上 < n - k > Cn-(k + 
1>〕 -2 - 1这 f 因子，得 

Qk = __ n(n -1〉…2 • 1_ 

* k(k -1) …2 • l *( n - k)〔n - (k + 1 )D —2 • 1 

或者泠简便起 JE , 用阶乘 ni 表示从1到 II 的所有整数的乘积 


CI 


ni 


kt (n-k)j 
于是 P t < k > 可表示为 


Pn(k) 


n! 


k! (n-k)! pk(1 ' p) 


4 




舞 


公式 C 3) 和 （4> 通常称 为伯努利公式 • 

当 n 和 k 为很大的数时， 利用上式计算 P «( k ) 就相当:困 
难，这是因为 n ! ? k ! , ( n » k >! 是很大的冗长数字•因 

此计算这类问题时，普遍采用专门编制的阶乘计算表 ，或采 
用某些近似公式。 

实例 某企业用水量为正常值（每昼夜不大于规定的公 
升数）的概率等于3/4。求在1、2、3、4、5、《日连续六天 
内用水量为正常值的概率？ 

SP e ( k ) 表示六天中有 k 天用 水量为 正常值的概率，按 
公式 （3 V 求解（式中 p = 3/4> 



P# (5) =6 x (A) 5 x i 

4 4 4* 

P,(4) = CJ X (- J ) 4 x ( i ) 1 = Ci f?= 2 X 1 

— 15 X 3* 

4 i ~ 


P»C3) = CJ x (+y x 
„ 20 X 3 3 


_6 X 5 X 4 v 3^ 
一 3 X 2 X1 4^ 


P •⑵ ( i)! x (丄 15— X —3 上 

2 X 1 v 4 4 4 9 

P$(l) = 6 x~x (~) s 3 

4 4 4* 
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图 • 4 


当 n 的数目较大时，概率 P n ( k ) 的数值随 k 的增加而变 
化的规律就会更加清楚。例如，当 n =15, p = 】/2 时，变化 


后,鼠然 P «( o f (六天中每天用水超量)为 I / 4 % 
所有六个概率算式中，分母都相同，为 4* = 4096。以上各式 
经约简计算得出 

P e ( 6 )^ 0.18 P fl ( 5 )^ 0.36 P e ( 4 ) 〜 0.30 

P«( 3 )^ 0.13 P e < 2 )^ 0.03 P e <D e ( 0)^0 

由此可见，在六天中有一天或两天用水过量的槪率最 
大，而在六天中有五天或六天用水过量的槪率 CP a ( l > + 
P «(0 )D 实际上等于零 # 

% 

§15事件的最大槪率对应値 

上面研究的例子表明，在 k 日之内符合正常用水量的概 
率，起初随着 k 数的增加而增加，达到最大值后，开始减 
少 I 如果概率 P 8 ( k ) 随数值 k 增加而变化的情况用图4的几 
何图形描述出来，则这种变化情况就一目了然了。 



3 1 

二 


• L 3 

K • 

、， 

(. 




:图形为图 5 所示。 



图 5 

实际上有时要知道，所出现事件怎样的一个数值是对应 
于最大嫌率的，即在怎样一个私值时 ，槪串 P n ( k > 为最大 （当 
然在这种情况下，假定 p 与 n 是已知的）* 

伯砮利公式可以在一切情况下,简单地求解上述问题。我 
们现在就来研究这个问题。 

首先计算的大小。根据公式 （ 4 ) 

X n CiC / 


Pn(k+ 1 ) 




m 


(k + l )| ( n - k -1) 


p k+1 (1 * p ) 1 


并从公式 （3) 和公式 （5) 得到 


( 5 ) 



P n ( k + 1) = nl kl (n - k )! p k + 1 (i-p) a _ 卜 1 
’ Pn ( k ) (k + 1)! (n - k —1)1 nl p k (l — p ) n-k 


, n-k • p 
k+T 1 -p 

槪率 P n (k + 1) 是否大于、等于或小于概率 P n ( k ), 视 
式是否大于、等于或小于1而定。这就归结为求 

Pn(k) 

以下三个关系式中哪一个能成立的问题。 


n-k 
k + 1 

n -k 
k + 1 


P 

1 -p 


>1， 


n-k 
k + 1 


P 

1 ~p 


< 1 



( 6 ) 


I 



例如，如果想知道 k 为何值时能有 Pn(k + l )> P n < k >， 
则必须知道 k 为何值时有下面不等式成立 

- -L>1, m Cn-lc)p> (k + i? ci-P) 

k +1 1 -p 

由此得到： np- (1- p)>k 

于是，当 k 值增长未达殚 np- (1 - p) 值之前，恒有 
+ l)>P n (k) 成立,即随着 k 憧的增长，概率 Pn(k) 总是增 
加。例如，在图5所对应的问题里， P = 1 A , tip -( 1-p) 

= 7,这就是说， R 要 k <7, 即对于从0到6所有数字，不等 
式 P n (k + l )> P n ( k ) 成立，图5也证实了这一点。 

采用完全相同的方法，从 （6) 式中的其他两式求出 
当 k = np-(1 二 p) 时， P n (k + 1) =P n (k) 

当 k>np - （1 -p) 时， P n (k + l)<P n (k> 






这样一来，随着 k 值的增加,一旦超过 np - (1 - p ) 数 
限，概率 Pn ( k ) 就开姶减少，并减少到1^<11)。 

这个结论首先表明，上述各例所研究的 Pn(k) 值随 k 
值增加而变化的情况（开始增加，然后减少）是一种普遍 
规律，它在所有情况下都成立。尤其是，这个结论可使我们 
立即解决曾经提过的何题——求数值 k 的最大概率菏应值。 

用让《表示最大槪率对应值。那么 

Pn(ko + 1) <Pn(k 0 ) 

由此，根据前面所述，有 

k 0 > np - (1 - p ) 

从另一方面，要使 

Pn(kg-lXP a (k 0 ) 

根据前面公式，则应有 

ko - l<np - （1 一 p ) 

或 .• 

k «< np - (1 - p ) +1 = np + p 

于是， k 的最大概率对应值应该满足两个不等式，，即 

ap - (1 - pXko<np + p tty 

k •处在从 np - (1 - p 〉 到 pp + p 的这一区齡 简单的计算表 
明,该区间大小为1。因此，如果该区间某一端的 g 比如说 
np -( i - p ) 不是整数，则在区间内必将有一个益 只有 v —个 
整数，即 k «» 可明确地算出。我们应该把下面清况视 为正常 
的：由于 P <1， 因此，只在特殊情況下 np - C 1 相) 的数值 
才是整数。在这种特殊情况下，不等式 (7) 确定: r : ic * 的两 
个值： np -( l - p ) 和 np + p 。 它 们彼此 J | 值为 si 。 这两个 
值就是最大概率的对应值 • 而两个埯串彼此相等，并扭过 k 
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对应的其他所有概率。这种特殊的情况确实存在 * 例如，在 
图5所描绘的实例中 ， n = 15, p = l /2, 即意味着 np -〈： L - 
p )=7, np + p = 8, 数字7和8是事件出现最大槪率所对应 
的 k 的数值。其概率彼此相等，每一个近似等于 0.196 (所有 
情况如图所示> » 

例1 对某个地区多年观察的结果表明，在7月1日下雨 
的槪率等于4/1%求最近50年内7月1日是下雨天的最大概率 
对应值。这里 n ^ 50 ， p = 4/ l 7， 


np - (1 - p ) = 50 x 


± 

17 


13 

17 


11 


这个整数表明，我们碰到了特殊情况；数11和12是两个 
相等的最大概率对应的下雨年数。 

例 2 在一次物理实验中，对一种粒子进行观察 • 在一 
定条件下，一定时间间隔内平均出现60个粒子，每个粒子运 
动速度大于概率是0.7。在另一些条件 T , 在同一时间 
间隔内，平均只出现50个粒子，而每个 粒子运 动速度超过 
V 。的槪率等于0.8。 在猓种 试验条件下，运动速度超过 W 的 
粒子的最大槪率对应数要大? 

对于第一个试验条件, n = 60, p = 0.7, np -( l - p ) 

= 41.7, k* =42 0 

对于第二个试验条件， n = 50, p = Q .8» np-(l - p ) 

= 39.8 ， ko 篇 40 。 

我们看 ST , 在第一种实验条件下，“快速”粒子最大槪 
牟对应数较大。 

实际上，柱往碰到数值 n 非常大的情况（大批董射击、 
大批董生产等等>。在这种情况下，只要槪率 p 不是非常 
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小，乘积 np 将是二个很大的数在 np »( i - p ) 与 np + p 
两个表达式乏间存在着 事件爱 生的最大概率対应数 r 因为1 
病式 的索匕部分 （ gpb 和1 - p ) 尔于 i ，则上两式的数值和 
它们之间的事件发生_大被率対应数值接近于 np 。 例 
如若在 M s 内连通电话用户的槪率等于 0.74, 则在进入电适 
站的每一千个呼叫中，可以抱 1 GG 0 X 0. 74作为在15 S 内接通 
用户的最大槪率对应数。 

对这个结论可以赋予更加准确的公式。如果 k 。 表示 n 次 
实验中，事件出现的最大概率对应数，则 k c / n 是在_样实 
验条件下，事件出现的最大槪率对应数的“比率”。从不等 
式 （7) 得到 

p 一 l^P_ < k£_ <p + P. 
n n n 

设想在单个试验里事件出现的槪率 p 不变的情况卞，使 
试验次数 n 越来越大（当然，在这种情况下，出现最大概率 
的对应数 ka 也将增大） a 那么，上面不等式里，左右两边 
的分数 （ l - p )/ n 和 p / ii 将变得越来越小。这意味着，当 n 为 
大数时，这不等式左右两边两个分数可以忽略不计，也即意 
味着 k D / n 的比值 等于化 于是， 当试*次《为一大数时，事 
件发生 的最大嫌率对应值的实际比率等于单个填轚下搴件发 
生的概率《 

比如说，如果在某些测董中，单个测量误差在 a 与 p 之 
间的概率等于0.84。'那么，在大量测量时，可预期误差情况 
在 a 与 P 之间的最大概率也约为84%。当然，这并不是说， 
得到84%的这类误差的槪率数值很大，相反，当测量数为大 
数时，这种“最大概率”本身将很小（由图5可见，最大概 
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率为 0.196, 这里只有15次试验，，当试验数，辑大时，最大 
概率还要小得 多）。 这个_率称为最大槪率只是比较而言* 

有84%的测量，其误差在 a 与0之间的概率比有83%或86% 
的测量，其误差在 ct 与3之间的槪率琴大。 

从另一方两来看更容易明白，在一 长串测 置中，某一置 
值的这神或那3 彳別误 差数的概率并不令人 感兴趣 * 例如， 
进行 2 ⑽次测量，那么，计算 20 D 次中有137次以给定的 lit 度 
测暈.的概率，这未必是必要的。因为实际上，这个数可以是 
137, 136或138,甚至可能是140。相反，比方说，<200次 
测量中，误差在给定范围之内的测量次数大于100的 ie 率， 
或者100至125之间的概率，或者它小于50的概率，计算以上 
概率问题无疑是很令人感兴趣的。如何计算这类槪率呢？比 
如要计算测量数在100和120 (含 12 G ) 之 间槪傘 。确切地说， 
求下列不等式的槪率 ： 

100< k <120 

, •< 

其中， k 命中数。要使这个不等式成立，. k 应等于 101k 

102, …… 120等 2 0个数中之；根据加法定理， 该麻攀々 
P ( lOO ^ k ^ l ^ O ) = P 2 oa (101) + P 2 o «'(102) + … 

+ P toa ( 120 ) 

要直接计算丰式的和，首先根据公式 (3) 计鏤20个类型如 
P n ( k ) 的各个部分的概率。当这些数都是一些大数字时；这神' 
计筝是相当困难的。因此，上式的和数实际上永远不能直接计 
算出来。解此问题有一些简便的近似公式和图表。得出这些: 
公式和图表是釆用这里将不涉及的复杂的数学分析方铸/敗 
是，通过对求 P (100< k < l 2 0) 类型的概率的简单讨论，可 
以得到在许多情况下求所提问题详解的方法。关于这个问駿, 
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将在下一章里讲述 



第六章伯努利定理 


§ 16伯努利定理槪述 

我们再详细地研究一下图5。图中，事件出现不同次数 
k 的概率 P ia ( k ) 用垂直线段表示。根据加法定理，任意 k 
值区间的概率等于该区间所有垂直线段长度之和。显而易 
见，同样长度的不同区间的概率之和是完全不同的。例如， 
区间 2< k <5 和 7< k <10, 其长度相同，其中每个区间 
的槪率用三个垂直线段之和来表示。 

由图可知，第二区间对应的概率之和比第一区间的要大 
得多。现已知道，所有 n 值的概率 p n ( k ) 的分布图基本上 
呈图5所示的形式，即 p n ( k ) 的数值开始随着 k 的增加而增 
加，在达到最大值后，随着 k 值的增加而减少。因此，对于 
长度相同的两段 k 值，靠近最大概率对应值 k 。 的区间将总是 
具有较大的概率数值。而包含的区间具有的槪率值比同 
长度的其他区间都大。 

看来，在这方面需要多说几句。在 n 次试验中，事件出 
现次数 k 的所有可能数为 n + 1 (0< k < n ) 。 

取包含 k 。 的一段，该区间只占数值 n 可能数值的很小一 
部分，例如百分之一。这时，如果试验次数 n 很大，那么， 
这一区间具有最大槪率数值，而其他 k 值所具有的概率值非常 
之小。 这样一来，虽然所取的区间比 k 值小得多 （ 区间长度 
只占全部 k 值长度的百分之一），但是，分布在该区间的垂 




直线段长度之和比其他垂直线段长度之和要大得多。原® 
是： 图5上中央区间垂直线段的长度比边缘部分垂直线段的 
长窀长好多倍。当 n 数较大时。 P n ( k ) 的分布图形近似地 
如图 6所示 a 



阍6 

上述事实显然意眛着， 如果进行一批 n 次试验，且 n 为 
大数，那么可以满有把纜地蒗料，事件 A 出现次教 k 将非 JT 
接近子其最大概率对应值 kp 

这就是十八世纪初确_釋名的泊努利定理。它是概率 
论最重要的定理之一。远有这个定理起初需要复杂的数学工 
具。十九世纪中期著名的_ 箇数 学家 n.ji •车比雪夫首先 
找到了简捷的数学证明。卞面滅来研究车比雪夫的证明。 

§ 17 伯努利定 理求证 

■ q 

1我们业已知道，当验0数 n 相当大时，事件 A 出现的 
最大概率对应值 k 。 几乎乌 ni > 的数值没有区别，其中 p 表示 
单个试验中事件 A 出现的概率。因此，只要能证明下面的情 
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祝就行了：当试验次数相当大时，在绝大多数情况下，事件 
A 出现的次数 k 与 np 的差别很小——不大于 n 的任意分之一 
(比如，不大于 O . Oln 或 o . ooin ， 或者说，不大于 en ， 其 
中， e 为任一小数）。换句话说，应该证明，对于足够大的 
数值 n 来说，下面的概率将是任意地小1 

PCI * k -np [ > en ) ( l ) 

欲求证上式我们发现，根据加法定理，在数 k 距离 np 
为 en 的范围内，式（1>的概率值等于所有 k 值 （ k 与 np 只 
差 en ) 相应的概率 P n ( k ) 的和。在图7中，其概率之和等 
于距 up 左右两端为 en 的 AB 截线内所有垂直线段之和。因 
为所有垂直线段的总和为1 (事件的全系统概率:之:和），则 
这意味着，在 AB 区间上，所有概率之和几乎等于1，而在 A 
B 区间以外，所有概率之和只占微不足道的一个小数。因 
此， 

P ( |k-npi > en ) = S P n (k) 

Ik — np | v (2) 
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现在， 再来研究车比雪夫推论。 因为在所 描述的概率之 
和中每一加数都有 

k- np 

en 

郵3意味着 



2 >1 


如果用 < _ - k = p ^ Pn ( k ) 来代替每个加数？„ ( k ), 
:就可以扩大这个和数。 于是： 

P ( |k-np| > en) < 

k-npl > en 

= — , S , 、 (k-np) 2 P n (k) 
e n jk — np| >en 

显然，上式右边的和式还可以扩大。如果扩大 k 的范 
髑，使其不仅从 np- en 到 np+ en ， 而是从 o 到 n ， 这样， 
下列不等式更可成立： 

1 A 

P ( | k-np I > en) < L ； (k-np) 2 P n (k> 

(3) 

与以前各式不同的是，式 （3) 中的和可以准确计算； 
车比雪夫方法就在于将能作准确计算的和式取代了难以估算 
釣和式。 
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现在着手计算，不管这个计算有多长，这只不过是技术 
方面的困难，凡懂代数的人就可以克服它。我们已经完全釆 
用了车比雪夫的思想，这就是从等式 （2) 演变到了不等式 
(3) 0 

首先，容易得到： 

E ( k - np ) 2 P n ( k ) - Y ] k 2 P n ( k ) 
k = 0 k = 0 

n n 

-2n p ^； kP„(k) + n 2 p 2 JZ Pn(k) (4> 
k =： o k = o 

上式右边第三部分是全事件系统槪率之和，其值为1， 

这样只需计算以下两式， 


E kP n ( k ) 和兗 k 2 P „ ( k ) 

k = 0 k 

上面两个式子里，对应于 k = 0 的加数等于零， I 因此可以: 
从虻=1加起。 

1. 为了计算这两个 和式， 用第五章公式 （5) 来表达 
Pa ( k ), 得到 ’ 


n . n 

E kP n ( k ) ^ E kl 


km — 
(n - k )! 


p k (1 - p ) 


因为 n 〖= n ( n - l)r 和 k ! = k ( k - l )!, 则有 

^ kPn <k) = np v E Tk^Dl CCn 1 -1) - (k-l)〕i 
k = 1 k = X 

X pk' 1 (1-p) (n-l)-k-l 

或者在上式右边，令 k-l = l 并当 k 从 1 变到 n 时， 1从0 变 
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到 （ n - 1 ) ,上式可写为 

E kP n (k) =np f ； 
k-i 1=0 lK 1 u A 

n -1 

=np 23 Pn-i (1) 
l=o 

n -1 

上式中 Pn - Jl 〉 是一个全事件系统槪率之和，表示 
1 = 0 

在 （ n - 1 ) 次试验中， 事件出 现的全部可能数值。显 然其和 
等于 1 。 

n 

这样一来，关于 I ] kP n ( k ) 之和，我们得到了非常简 

k^O 

单的表 达式： 

n 

XI kP n ( k ) = np ( 5 ) 

Ic =S 0 - 


2 • 为计箅第二个加式，首先求£； k ( k - i ) P n ( k ) 的 

k = 1 ’ 

数值。因为当 k==l 时，此式的和显然等于零，则可从 2 开 

始加起。注意到 ni =n (n - l ) ( n - 2 ) i 和 k ! 三 k (k 
-])( k - 2 )!， 和前面一样，令 k _2 = m ， 从而釋 到:. 

. f ： k ( k - l ) P n ( k ) 
k = 1 


n 

= Xj k ( k - l ) P n ( k )= 

k = 2 


^ k ( k - l)m pk ( i - p)*-k 

k %k Kn '- k )! 


n(n ~ 1)p ' ^ 71^2) ian-2?- (k:2>〕r 

ic = « 

X p k " 2 (l — p) <n "* 2) ■ <lc~ 2 > 

n(ri' 1 Xj mi(n-2-m) !P m ( 1- P) 11 * 
m = 0 

n - 2 

n(n- Dp 4 Xj Pn-2 (m) = a(n - l)p J 

m = 0 

n -2 


( 6 ) 


这是因为 ]C Pn ^( m )-1, 表示 n -2 次试验中#件出现的 
m = o 

全部可能数， 即是全 事件系统概率之和。 

根据 （5) 、 ( 6 ) 两式，最后得到： 

E k 2 P n <k)= X] k(k-l)P»(k) + £； kPn(k) 
k = 1 k = 1 k * 1 

-n(n-l)p 2 + np = n 1 p 4 + np(l-p) ( 7 ) 

至此，需要计算的两 个加式之和计算完毕。把（ 5 >、 

<7)两式结果代 入公式 （4> ,最后得到， 

n 

(k-np) 2 P ll (k) =n*p* +np(l-p) 

k *o 

-2np*np + n 2 p 2 =np(l-p) 

把这个非常简单的式子代入不等式 （3), 得到 


P(|k-np |> en)< - r* 


np(l-p) p(l-p) 


e*n 


c 2 n 


( 8 > 


该不等式证明完毕。虽然数 e 可选取任意小，不过，一旦选 
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定就不再更换，而试验次数 n , 根据我们的观点，可为任意 
大的数。因此，分式 P gj 〉 可为任意小,这是因为，随着 

n 值的增长，分父可为任意大，而此时，分子数值不变。 

例如设 P = 0.75， 于是 l-p = 0.25， 贝 lj 
p (1- p ) =00187<0.2 
取 e = 0.01, 那么，代入不等式 （ 8 ) ，有 

P ( I 卜丄 :髮 

^ \ I 4 n 卜”叫 n / < u.ouoin ™ … n 

如果 IX = 00000 则 

f i 

P ( I k -15 C 003 I >2000)<0.01 

实际上，这意味着以下事实：如果某种生产在规定的工 
艺过程条件下，平均有 7 5 %的产品具有某种特性（例如，属 
于一级产品），那么，€在 2 00000件产品中，有;148000到 15200 C 
件产品具有该种特性，这种情况的概率为 Q . 99 (实际上几乎 
千真万确）。 .. 

对此须作两点:说明： 

1 ) 不等式（8> 对概率 P ( | k-n | > en ) 作了非 
常粗略的估计。事实上，特别是当 n 为大数时，这个槪率值 
要小得多。因此，实际上要釆用较为准确的估算方法。不 
过，这类方法的论证却是相当复杂的。 

2) 当槪率 p 很小，或反之，或 p 接近于1时广用不等 
式 （ 8 > 作出的估算是较为准确的。 

如果刚才所举的例子里，产品具有某种特性的槪攀 
P = 0.95, 那么， 


l-p = 0.05 p(l — p )<0.05 

因此，选取 e = 0.005 、n =200000，求得 
pjl - p ^ 0.05 X 1000000 _ 

― e ^ n — < " 25 x 200000 二 0 . 01 

这与前例结果相同。不过，此时， en 不等于2000,而 
仅为1000。因为 np = 190000所以得出*在总数为200000 
件的产品中具有这种特性的产品数在189000到191000件之间 
是确信无疑的。 _ 

这样一来，当 p =0.95 时，实际上从不等式 （8) 可知， 
对于预期数量的具有某种特性的产品而言，由于 
P ( i k - 190000 I >1000 X 0.01, 因此，其区间长度比 
p =0,75时的小两倍 • 

习題 已知某工业部门有四分之一的工人受过中等教 
育。任选200000名工人进行某种调査 o 求 1) 在任选的200000 
名工人中，受中等教育的工人人数最大槪率对应值， 2) 这 
种工人的人数与最大槪率对应数之差不大于1.6%的 概率。 

解题时，我们的出发点是：对任选的200000名工人中的 
每个工人而言，受过中等教育的槪率等于四分之一（“任选 1 ^ 

一词的含义就在于此 ） 。这样一来 ， n = 200000, p 

3 

ko = np = 50000， p(l - p ) =狂。求 I k - np | <0.016 np 

或 I k - np 丨 <80 G 的概率，式中， k 为受中等教育工人数 • 
选择 e 时，应使 en =800* 由此得出 t 

- = 0,004。由 （8) 式得到 I 



P ( I k -50000 I >800) 


< 6 x 0.000016^< 200000 ^ 

由此 P ( I k -50000 I <800)>0.94 
答：所求最大概率对应值等于50000， 
0.94。事实上这个概率接近于 U 


• 06 

所求概率大于 



第二部分随机变 It 


第七章随机变最与分布规律 

§18随机变量的穐念 


前面各章里，已经多次碰到过，其数值不蕞恒定的 ，而 
是在各种随机影响下随之而变的量。例如，在每一百个新生 
中的男孩数*，不可能都是相同的。又如，某 种棉花 纤维长 
度不仅在不同的产地，而且在同一檷株上，其变化也是非常之 
大的 • 含 

现再举几个例子： 

1. 尽管用同一武器，同一瞄准器，在不变的条件下进 
行射击，发现子弹却射中不同的位置，这神现象称为子禅“散 
布％ 在亊先无法估计的各种随机因素影响下，每次子薄射击 
猶路亩都不 -样。 

2. 气体分子运动速度是变化的，它随着与其他分子互 
相迸 撞而 玫变，由于每个气体分子可能与其他分子相碰或不 
mt 9 因此，分子速度的变化具有纯随机特性。 

3. 每年落到地球表面的顔星数不是固定的，而是受一 

系列随机因素的影响，变化很大。 < 

4. 某地区种楦的小麦麦粒的 重量不 等于某一确定的 
暈，而是变化的，鉴于决定小麦生长的各种因素的影响（如 
某种小麦生长的土壤质量，光溉条件，水利情况等等）不可 
能都考虑到，因此，麦粒的重量是随机变化的量。 

尽管上述各 例均不 一样，但从我们感兴趣的观 点来看> 



它们都属于同样一种情况。在每个例子里，所关心的是表征 
棄％作业（例如 r 陨星的统计、纤维长度测量）结果测置 
m 在不同作业时，尽管方求使它们的条件都一样，但是， 
由于在这些作业的条件里，存在着被人们忽视的随机差异，因 
此,其中每个量值可为不同数值。在概率论里把这种量称为 
随机变霣， 上面列举的各例足以使我们相信，研究随机变量 
对于将槪率论应用于各个不同领域里的实践中去是多么重 
要！ 

知道某个随变量，并不意味着知道了该变量的数值。 
例如，知道电容器在击穿之前工作了5324小时，因此，电容 
器连 续工作时间为一确定数值，并不再是一个随机变置了。. 
要对随机变量有一个尽可能全面的概念，应该知道些什么 
呢？ 显然，首先应该知道它的一切数值 C * 

例如，电灯泡的使用期，经试验最短为2306小时， 最长 
为12108小时，那么，电灯泡的使用期就可以是这两个数之 
间的任一数值。例3也很明显，在一年内落到地球表面的 麻 
星数可以是任意一个正整数，即0、1、2、3、•等 • 

但是仅仅知道随机变*的各种可能数值，却还不能对它 
进行实际的评价*例如在第二个例子里,如果在两个不同* 
度下研究气体，其分子运动速度的数值可能相同，但在这两 
种温度下得到的分子运动速 SS 政据并不能作出任何比较性的 
评价。 

不同温度的气体是有本质区別的。在两种温度下，气体 
的分子运动速度可能出现相同数据时，那么，以这样的分子 
运动速度来表征两种不同温度的气体的差别躭不可能 * 如果 
要评价气体的湿度 特性， 只知道分子某种可能的运动速度是: 
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不够的，还必须要知道有多少分子以这样的速度运动，即必 
须知道分子以这称速度运动的槪率。换句话适，必须知道我 
们感兴趣的随机变置的各种可能数据的概率。 


§ 19分布规律的槪念 

首先举个最简单的 例子。 对图,8所示_子进行射击^ 
射中 I 区给 3 分，射中1区给 2 分，^中 I 区给1分 ㊀ • 



作为随机变量，我们研究单个射击的得分 情况。 这时， 

可能的得分数是1，2, 3* 用 p ,, p *, P * 相应地表示这三个 
数值昀概率，比如， p 3 表示命中耙子 I 区的槪率*可是， 
随机变量的可能数值对所有射手都是相同的, a 而对不同射手 
来说，概率仍 ， Po [能完全不相同* ▲ 击差别显然就: 
由这个差别而定。例如，优秀射手命中概率可能为（比 方说〉 
p » = 0.8, p * =0.2, pi =0, 中等射手 ， Ps =0.3, P 2 =0.5 

f.. 

Pi =0.2， 较差 射手， p # *0.1, p * -0.3, Pi =0.6. 

_ I - 

© 读者 可能提出异议 ，说* 对射中 I 区 即脱靶 的情况 不应给 1 
分*不过，如果有射* 权即 可得分 的话， 那么， 射击最差 的人本 身就: 
已得了一分 • 




如果在某次打靶中射击了 12 次，那么，从0到12的所有 
整数都可成为射中 I 、 I 、 I 区每一区的可能数值，不过， 
这个事实本身并不能使我们判断打靶的质量。相反，如果除 
了可能的命中数值以外，还给出了这些数值的概率，也就是 
在12次为一组的射击中打中这个或那个区域的命中数。那 
么，对这次射击质置则可以形成一种清晰的概念。 

显然，所有情况都是这样的 | 若知道随机变量各种可能 
:数值的概率，同样就可以知道，果真要出现的钕有利的或者较 
不利的随机变量数值 I 当然，这种数值就足以判断与该随机 
变量相关的某项作业的有效性和优质性。实际表明，知道了 
-被研究的随机变董的一切可 IB 数值的概率，就足以解决同评 
价该随机变量相关的任何间题，并可作为相应作业的优质性 
指标。于是可以得出结论，为了完整表征这种或那种随机变 
:量，应该知道的必要和充分条件是： 

1) 该随机变貴的一切可能数值； 

2) 每个数值的槭率。 

由此可见，用两行表格的方式可方便地给出随机变量， 
■■上二行包含以某一顺序排列的随机变量的可能数值，下一行 

是与可能数值 对应的槪率。比如，上述例子里的优秀射 

; 手在一次打耙中 所得的分数作为随机变量可列表如下 



在 一般情况下，随机变量可能 数值是 Xl 、 x 2 、. 
而相应的槪率是 P !、 Pi 、.、 pn ， 于是得出下表 

TiT**" 1 _ 






列出这种表格，也就是建立随机变量的一切可能数值及、 
其概率，这就意味着建立该随机变量的分布规律。知遒某个: 
随机变釐的分布规律，就可以解决所有的与之栢关的 问题* 
mm 在一次打耙中，某射手所得分数数值具有表 '(i > 
所示的分布规律> 另一个射手射击所得分数数值的分布规律 
如表（ I ) * 


(I) 


求两射手射击得分之和的分布规律。 

显然，这里所指的和是随机变量。我们的任务是建立它: 
的分布_表。为此，应该研究两个射手联合 裔击的 所有岢 
能结果。并把这些结果放置在下列表格之中，表中每个结果 
的概率都按独立事件乘法定律计算， X 表示第一个射手射击 • 
得分数， y 表示第二个射手射击得分数。 




结果的槪率 



1 1 1 

―⑴ 1 

1 

2 

0 X0.2 = 0 

(2) 

1 

2 

3 

0 X0.5 = 0 

(3) 

1 

3 

4 

0 X0.3 = 0 

( 4 ) 

2 

1 

3 

0.2x0.2 = 0.04 

<5) 

2 

2 

4 

. 

0.2x0.5=0.1 

C6> 

2 

S 

5 

0.2X0.3 = 0.06 

(7) 

8 

1 

4 

1 

0.8X0.2*0.16 

(8) 

8 

■ . 

2 

5 

0.8X0.5 = 0.4 

C9> 

3 

3 

* 

0.8 xo.3 =0*24 


上表说明， 我们感 兴趣的 x + y 之和可 以为数值 3, 4, 
而 不可能 为数值2, 这是因 为该数 值的槪 率为零 e •在 
(2) 、（4) 两种结果里，有 x + y = 3! 要使 x + y 之和为 3, 
饿应该出现 （2) 或 （4) 两种结果中的 一种, 根 据加法 定理， 
这种槪率等 于这两种结果的槪率 之和，即等于0 + 0.04。 
要使 x + y =4，就必须出现 （3) 、 （5) 或 (7) 三 种结果 
中的一神_因此，这个等式出现的概率等于 0.26 (也是根据 
加法 定理） • 用 同样的 方法， 求出 x + y 之和等于5的概率为 
0.06 +0.4 = 0.46|而 x%y 之和为6的情况仅在结果 （9) 中 
出现， 其槪率为 0.2“ 于是，对+随机变量 x + y， 得到了 


㊀ 当然，可以认为2是 x + y 之和的一个可能数值，其槪率为 
零， 这就象表 CI ) 中对数值1所 做的规 定一样 

















"下列 可能的数值表 * 


S 

4 

5 

6 


0.04 

0.26 

0.46 

0.24 

纖 



表（ I )完全解答了所提的问题。 

表 （ 1 ) 中所有四部分槪率之和为1,1当然,每个分布 
:规律都应具有这种性质，这是因为此处指的是关于随机耷蒙 
所有可能数值的概率之和，即是关于某个全事件系统 
之和 I 分布规律的这个特性可作为检验计算结果正确性的― 
种简便验算 方法。 







第八章均 值 0 


§20随机变量均傕的确定 

上面已经谈到，两个射手联合射击，根据随机状 况可脸 
褥到 3 分， 或者 4 分，或者 5 分，或者 6 分。这四种可能结 
果的概率，如表（1> 所示。 如 果问, “两个射手进行一 •次 
双人射击可得 多少分呢？”由于每次射击 有每次的緒果，朦 
此这个问题不能回答，不过，为了评价两个射竽 的射击质量， 
需要的不是单 个射击的结果（这种结果可能是随 机的） ，而 
是整批射击结果的平均值。 这两个射手平均一次射击 可得多 
少分呢？这个 與题提 得完全 合理，并且对它可 作出明确的回 
洛. 

我们这样求解 I 如果这对射手进行一百次双人射击，员！ | 
如表 （ 1 ) 所示， . 

在一百次射击中约有4次得3分 
在一百次射击中约有26次得4分 
在一百次射击中约有46次得5分 
在一百次射击中约有24次得6分 

于是，平均每一百次双人射击得分总数为 
3 X 4 + 4 x 26 + 5 x 46 + 6 x 24 = 490 


㊀ 也称为数学期.望 9 — - 校者注 
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用 100 除这个总数，得到平均每次射击榑4.9分6 这躭是 
本问题的答案。我们发现，不用1 ⑽^樽 分总数 （490) ,而 
在做加法前，用1001^每一个被加數，其总命直接戧是一次 
射击的平均得分数。这种计算非常简单，用 10 C 除所有加数 
中的第二个乘数即可。可是，这些乘數都是用表（養）所列 
的概率乘以100而得到的。要将它们再除以100,于是又还原 
成这样一些概率。这样一来，一次射击得到的平均得分数可 
用下式表示， 

3 X0.04 + 4 X0.26 + 5 X0.4G + 6 x 0.24 =4.9 
显而易见，上一等式左边加隹释拫据表（ I )按很简单 
的，律隼立起来的。这个规律是，能数值表中上一行的 
每4个数_以下一行的与之对应的概 .率， 再抵所有乘 轵加起 

来即可。 '；；■；；.. 

现在作一般形式的研究。假设，某种随机适畺如下表所 
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X, 


' 

Xk 

Pi 

P* * 

... 

Pfc 


我们假定 I 如果变置 x 中，数值 Xl 的概率等于 ihv M 这 
意眛着在一批由 n 次组成的作业中，数值义将大约 ffi 现 a , 
次，这里， Hi/n = Pi , 由此， Hi =npu 同理，数值 Xa 在 
这种情况下大约出现 n 2 = np 2 次，……，数值 Xt 大约出现 

T1 k = npk^* 




： 于悬 ❸厂雖作次作畔申 , 

当 x : x ! 时，平均包含 n r = np ! 次作业， 
_x = x 2 时，平均包含 n * = npa 次作业， 


_x = xic 时，平均包含 nk =npic 次作业 • 

在全部 n 次作业中， 变量 x 数值之和大约是， 

* ^ ' 

Xjni +xini + ••• +XkHk = n ( x!pi + x 2 pa + + xt^pk ) 

将上式除以 n 即可得到与单个作业相应的随机变量的均 


<lx 


X=XiPi +Xip» + — +XkPk 

这样一来,得出了以下掌要规则：为了得轉截机变量埤 

«，应该把随钒变置的辨有可饞 tt 乘奴 对应的 概率，然后， 
钯所饑的讎 IR 相加。 

知遒随机变董的均值，可以给我们带来什么好处呢？为 
确切地回答这个问题，先来研究几个例子。 

011再来研究两个射手的射击问题。他们射击得分的 
数值是一种随机变量，其分布规 律是，|1 一个射手为表（ I ) 
所示，第二个射手为表（ I )所示（见^69、 T 0 页）在这两 
个表里，一个引人注目的问題是，第一个射手比第二个射手 
要射得好，第一个射手最优秀的结果 （3 分）的概率比第二 
个射手的大得多，与此相反，第二个射手较羞射击结.果的槪 
率比第一个射手的要大。不过，这种比较并不镩使我们满 
足,因为它是一种纯定性的描述•这种描述缺乏象 m 度寫璋 
评价物体加热程度那样的度量标准，不能用离己的置值直接 
评价这个或那个射手的射击水平。假如没有一种评价尺度, 





我们就会经常处于靠直接研究得不出任何答案，或者 得出一 
个 可能有争议的答案的窘境。比如，如果用下面两个 表代替 
表 （ I ) 、表 （ 1 ) 。 


(IO 


其中，表 （ IO 是第一个射手的 ，表 （19 是 第二个 
射手的*不过，拫据这两个表难于用一种方法确定 那个射 
手射击比较优秀。当然，第一个射手优秀成绩 （$ 分)的» 
率比 第二个射手的要大。但与此同时， 第一个 射手最差成翁 
(1 分）的概率也比第二个射手的大。相反，第二个射手成 
绩为2分的概率比第一个射手的要大。 

现在，按前面指出的规则，建立每个射手得分数的均值， 

1 ) 第一个射手为 

1X0.4 + 2 x 0.1 + 3 x 0.5 = 2.1 

2) 第二个射手为 

IX 0.1+2X0.6 +3X0. 3 = 2. 2 

由此看到，第二个射手平均得分比第一个射手的略髙 • 
实际上这惫味着；在多次射击时，第二个射手的射击成绩比 
第一个射手的要好。规在可以满怀信心地说，第二个射手射 
击成绩较为优秀。这是射击得分数均值给了 我们； 一个便利的 
尺度，用它，可以轻而易举地、毋庸置疑地比较>各个射手尚 
技艺： 

例2在组装精密仪器时，为了较准确地 调整某 个器件_ 






龙据工作顺手与否，可以提出1、2、3、4或5个备件。 这样 
一来，实现合格组装所必要的备件数 X 是随杌变量，其可嫌 
•值为1、2、3、4、5。这些值的概率如下表所示 


1 

... 

2 1 3 

4 

5 

0.07 

0.16 

0.55 

0.21 

0.01 


我们面临的任务是向工人提出组装20台仪器 © 所 必要聆 
標件数量。要想大体地估算这个数，不能直接采用上表—— 
囪为该 表格衾朗在不苘的情况下它是不一 样的。 不过，如舉 

•求一个仪器必要的备件 X 数的 mm X , 并乘以 2 Q , 显 終就可 
大体得到所求数的数值》求得 

X = 1 X 0. 07 + 2 X 0. 16 + 3 X 0. S 5 + 4 ^ 0.21^ 5 x 0^.01 
= 2.93 

20 X = 2.93 x 20 =58.6^59 

如果器件的实际消耗超过期望数，为便于装齙工人有为， 
數不多的备件待用，实际上，给他60〜65个器件即可。 

在上述各个铜子里，当需要对某一随 初裘暈 f 某种大体 
估算时，我们就荽了解事情的规律。但是，仅用'这和表格不 
能作出.上面的估算，表格只是谠明随机变量可以4用某一叙: 
金及其 ‘对应的概率。不球，用该表算出的随机变量均值己经 
他够作出这样的评价，因为它正是在一批连续作业中随机楚 

© 傾定，组装—台仪器的报废器件不再组装其他 仪器。 










量平均采用的数值。我们发现，当涉及到成批的或许许多多 
從 I 重复作业时，从实用角度而言，均值恰如其分地描述了随 
机变量的特性。 

习题1我们进行了一系列使某一事件 A 出现的概率都 
为 P 的试验，而且，各次试验的结果相互独立》求在一批 n 次: 
试验中事件 A 出现次数的均值。 

在一批 n 次试验中，事件 A 出现数是一个随机变量，其: 
可能数值为0、1、2、 •••!!， 而且据前所知数值 k 的槪串为 


Pm(k) = 


n | 

kj(ft-k)] 


P k 



因此，所求均值等于 

E kP tt (k) 

k =0 


, 求证伯努利定理时（第 . 61 页)，曾经计算过这个和式， 
:并已知其和等于 np a 当时业已证实， 在办次 试验中 f 当 n 为 
:大数时事件 A 出现的鼉大概率对应数接近于 np ; 现在眷 

到，在试验数 n 为任一数时，事件 A 出现的均值1恰好等于^ 
np 0 

这样一来，在这种情况下，随机变量最大槪率对应值与 
随机变量出现次数的均值重合。值得提醒的是，对于任何随 
机变量而言，是否都会出现这种重合呢？ 一般地说，随机变 
量最大概率对应值可能与均值相差甚远 9 例如，对于分布规 
; 律如下表所示的随机变量而言，最大概率对应值是0,而均 
値是 2.5* 


— 0 I 



0 

5 

10 

0.7 

0.1 

0.2 

1 


习暖 2 作这样一些独立试验，在每次试验中，某一 
事件 A 可能出现的概率是0.8。在事件 A 首次出现之前，试 
验一直进行。总试验次数不超过4次，求所进行试验的平均 

根据题目的已知杂件，不得不进行的试验次数可能等于 
1、2、3或4。我们应该计算这四个数值中每一个的概率。 
若只要求进行一次试验，事件 A 就应该在第一次试验时& 
现。这个概率为 

p 1 ~ 0*8 

若要进行二声试验，事件 A 就不会在第一次试验时出 
现，而应在第二次试验时出现3根据独立事件乘法定瑪，这 
个概率应为 

Pi = ( 1 - 0 . 8 ) xo.8 = 0.16 
若要进行三次试验，事件 A 就不在头二次试验时出 现，. 
而在第三次试验时出现，因此 

(1-0.8) *x 0.8 = 0.035 

最后，当事件 A 在前三次试中均未出现时，就需要进 
行第四次试验 • 因此 

Pi = Cl -0.8 ) a *0.008 

这样一来，要进行的试验数是个随机变量，由以下分布 
规律而定《 
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0.8 


0.16 


0.032 


0.008 


它的均值为 

IX 0,8 + 2 x 0. 16 + 3 X 0. 032 + 4 X o * 0 08 = 1*248 
比如，要作100次类似的观察，则可以算出，这时夫约要进 
行 1,248 X 100^125次 试验。 

实际上与本题类似的情况经常碰到 • 棉花 纤维^ 荸度试 
轚就是一例。当用同一包标准长度的纤维试样试睑时 ; (每次 
试蟑试样不超 H 四 个）， 如果在赛荷乓作用 T 纤準岁 ff 开， 
則把它们列为优质一类。 \ 二:二 

入习鑪5有 一 r 场皇正方形 • 根舞痕_峯，背必长雋 
于 350 m , 航空影 颯奏興 ，由边 下教含 。 

误差为 om 的概牽桌 0.42 卞 

误差为±10取的概 i 是 0.169 、 

误差为 ±20 m _ 概率是0,08 ^ 

误差为土 30111岛槪率是0,05 
求广场面积的均值 • 1 


根据航空摄影 测纛的 - 机性，广场的边长为一随"机淦 
量，其分布规律如表所示， 

. 4 - __ 


320 

330 | 340 

350 

360 

370 

380 

0.05 

0.08 

0.16 

1 

0.42 

0.16 

0.08 

, 

、 0 . 05 ⑴ 


© 此处可这祥 认为， 误差为 + iom 和 -lom 的*丰部是0.1«, 
61 下情況类同《 



由此立即可求出该变量的均值。在这种情况下甚至不必 
采用计算规则 • 由于表中两边同一误差有同一 概率。 根据对 
称性，显然，正方形边长均值等于被观察的数值，即350米。 
较为详_地说，均值的表达式包含下述各项 
<340 + 360) X 0.16= C (350 + 10〉+ (350 -10)〕 x 0.16 

= 2 X 350 X 0.16 

(330 + 370) X 0.08=2 X 350 X 0.08 
' (320 + 380) XO .05 = 2 X 350 X 0. 05 
e 此，身 

350 X ( D .42+ 2 X 0.16+2 X 0*08+ 2 X 0,05) =350 
根据这种对称情况，似乎可以认为，正方形面轵的均值 
应等于 350* = 12轉叫 pa *。 实际上,这个结论只有在随机变 
董平方的均值等¥该随机 变董岑 眞的平方肘才能成立 • 在本 
爾中，广场面积可能为以下数傭 t 
320* 330* 340* 350* 360 1 S70 t 380* 

上述数值中实际上是哪一个呢？这取决于表 （I >所列七种 
情况中那一种具备条件，使得这七个值的铒率与表 U ) 时 
嫌率相同。简言之，广场面积分窜翊律应为 


■HUH 

i 

340 1 

1 

350 * 

360 * 

370 * 

380 * 

bd 

m 

n 

i 

0,16 

0.08 

0.05 


因此，广场面积均值为 

320^ X 0,05 + aSO 1 x 0 # 05 + 340 2 x 0.16 + 350 2 X 0.42 
+ 360 2 xO .16 + 370 2 X 0.08 + 380 2 X 0.05 


— 82 * — 













利用对称性可简化计算 3 鉴于类似昀籣化，可能经常* 
要，因为我们来研究一下如何进行。重新改写上述表达式并 
'进行计算I 

350* X 0.42 + (340*+ 360*) X0.16 + (330* +370 1 ) 
X0.08+ (320* + 380 4 ) X0.05 
= 350 2 X0.42 + C (350-10) 4 + (350 + 10)*〕X 0.1* 
+ C (350-20) 1 + (350 + 20” 〕 X0.O8 
+〔 (350-30) 2 + (350 + 30” 〕 X0.05 
= 350 4 C0. 42 + 2 X 0.16 + 2 X0.08 + 2 X 0.05 〕 

+ 2X10 2 X0.16 +2X20 2 X0.08 +2 X 30* X 0.05 
= 350* + 2 x (16 + 32 + 45〉=122686 
根据这种方法， 一 切计算都可釆用心算 9 

我们看到，芷方形面积的均值略大于（实示上，在这神 
，情况下感觉不到 差别〉 边长均值的平方（即350 2 = 1223胃 # 
在 此容易证明下述普遍规律，任铒鼸机变_平方典均值锞大 
子其均值的平方。设有一随机变量 X , 其住意分布规律如下_ 
表: 


X ! 

x 2 

F. 

i 

Xk 

Pt 

P2 

****** 

1 

1 

pk 


! 


1 




315么，数值 x 2 的分布规律将为 


X 1 i 

Xj 

1 

• «* 


Pi 

Pi 

1 

1 

... 

pit 






这两个变量的均值相应为 

劇 ■ 

X =XiPi + X 2 P 2 +•** +XkPk 
X 2 =X?Pi + xlpz + ••- + XtPk 

則有 — 一 — 一 一 

- ( 3C) 1 = X* - 2 (x) 1 + Xx) % 

由于 Pt + … + Pk = i , 则右边三部分分别呈以下形式 r , 

— k 

^ xj Pi 

i = i 

_ 一 一 k _ 

2 (x )* = 2 ( x ) (x) =2x^] XiPi =X3 2 xxip 

i = l, i = l 

(^) a = (忑 ” U ( X)- Pl 

i = 1 i * 1 

因此， 

3T 1 - <lc) 1 = X] CxJ - 2 ITxi + (x ) *3 pi 

i=l 

k — 

=Z1 <X| -x ) a Pi 
i = l 

由于等式右边所有加数之和不为负数，则 

1 

由此证明了上述普遍 规律* 


-^84 一 



第九章和与积的均值 


§21 和的均値理论 

实践中常常遇到这样的情况，已知两个（或 多个〉 随机 ; 
变量的均值/求这两个（或多个）变量和的均值 • 例如，有 
街个工厂生产同一产品，巳知每天第一个工1均迷产 12 G 
件产品，第二个工厂平均生产180件。根掘运些數_/:鼸_ 
定每天两个工厂共同期望的户品数的均僮.成楽锻, t 为了 
妍究这个阏题，除了这些 B 知条件外，还应该知道 ，些 什么 
数据呢？例如，要否宪全知道它们的分布觌律？ 

事实上，要计算所有随机变量和的均值，知遒各个被加 
数的均 值就足 够了，并且表达形式非常简单* 和的均植始终 
等于 被加轚 均值姻 和。 

这样一来，如果 x 和 y 是两个完全任_;随 机变鸶 厂酿 
么 1 

I — , — 薩 - 

x + y =x + y 

在前一例中， x 为第一个工厂生产的产昴数， y 发第二 
个 工厂生产的产品数 ， S = 120,7 = 1抑， 即可知 
x + y y = 300 

为了用一般方式证明这一规律，假设 ，变量 x、y 分拥脈 
从以下分布规律《 



那么,变 * Xi + yi> 式中1<1<&和1<】《1)的所有胃 
聰的数值也錄是变* x + y 的值 •縱 p i 〗表示 x ! + y 〗数值篩 
槪牟。後 量值 我们不知逋。它是 x«=Xi，y = y〗 双重事件梅 
羲串,即是 ic 为 Xi, y 为 yi 时的概率，加果可 以餵定 这薄个 
窜件 S 为独_话，根据乘法楚理,《然有 1 

Pii ^PtQj 〈1〉 

不过 r 绝对不能这样 假设。 

因 ft , 一般地说， 式 （1) 不成立•表 u > ,表 < i > 
也反映不出 Pi I 的数值 • 

根据一般规则，变量 x + y 的均盧等于浚变置所有可饞 
数值与相应概率乘积之和， SI 3 

…- k I k ： f I \ 

x+ y -E E (Xi +Yi )Pi j Xi i S Pi i = 
iVi j =1 i =1 • j = 1 

I ( k \ — 

/ +S yj' E pu . ( 2 〉 

^ = i 1 1 = 1 / ' 




现在，较仔细地研究—下和式5^ pur ~ _ 

i = 1 

它是 y = 的一切可能事件的_率名和，其♦，数 
i 不壶/而 j 可从1到 B 为事件 y = yi ， 当； i 为不同憧时，互 

I 

不相容，則根据加法定理，和式 I ： pu 是 Z 个事件中 I ：其中 

3 = 1 

3C = Xi , y = yj (j = l , 2 , ”•， O 〕某一事件出现的概率 * 
不过，当说到 “x = xu y = yj 个軎件中的 

任一事件出现”时，可简单地定为 “x = Xi 事件毋 IT •诚 
聲，1>如果亊件 （ x 甲 xi v y ; yi ) 等于所有可能數〉 

申有一个出现，则罂私革干又,事件出现,2)反过来说， 
食 I 睪又篇心亊件斑壤,电于 y 必定采用下列可梅鞞 y ” y »* 

•••， yi 中的某一數值，那么，寒件 （ x * x r , y *= yi ) d < 

- • \ 

i 

<0中的任意一个就应出现*这样一来 ， Pi i 就是事件 

^ ini i : r 

<x:x“ ynytl <Ki<» 中任一球 
售 f * •宁 x 霉 x t «# 鉤 概率， m ： . ^ 

Zj Pf J =Pl 
i = i 

同理得到 

* - 

― _ * ' 

k v 

Pf i *=Qi 

i ~J ^ j 

縟这两个式子代八式 （ 幻，得到 、 




x + y * Ux*Pi+ Hyjqi - x + y 
i — X j ~ 1 

前式由此得证 • 

上述理论和证明可自动堆推广到有三个或多个被加数的 

精况。 根据刚才已经证明了的结果，可以写出 

x + x + y +z~ + , 

并可依此类推。 

_某工 r 有 n 台机床，从每台机宋生产的产 a 中逸 1取 
一件+品（匆果已知第一台犰床出废品•的概率等于 p ” 第 
亡台一第>1台"一 Pn , 求废品的平均数^ : 

. 分析一个产品 诉*, 其废品 r 数是个随机 变置， 它只能是耩 
个_之一::如果产品是废品，其值为沁如果是在品，其 it 
为0:。就第一台机 k 而言，这裔值封概单相应地等于 Pi 和 
1- Pi , 浚®平均數等于 ， ： 

X # Ri +8*(1- p !> =Pi 

第二台也东生产的产品的皮品平均奴等于 P *， 嵌此_ 
度 ft 籐歎皮是第一合、鳒二台及其他备 台扭! 床生产的* 
品数之和*因此，根据刚刚癟定的均儋加法定理，寒 a 的乎 
均数等于 

Pi + p» + … +p» 

伺遢解 毕警 

其中，如果产生废品的 槪率各 台机床都一样 ( Pi * p * 
= … = p »* p ) ，则废品总数的均值等于 np * 这个结果我 
们巳经在第61页〔公式 （5) 〕里得出过*把麻邇时采用 
釣繁琐计算方法与不需作任何计奠能得出同样结架的简 敏# 


•— 




« 法比较一下是頗为有 趣的。 后者不仅方法简单而且普遍造 
用*在以俞繁琐算法里，我幻曾经假设，_个产品的生产结 
果是掴 H 魏立的，事实上，只有在这个假设之下，这个方法 
才能 适用* 现在，没有这个假设也行。这是因为在新的推算 
法里，我们采用了均值的加法定理，该定理适用于任何随机 
变量，不受任何限制。这样一来，不论在各个机床及其制造 
的产品之间是否有某种相互关联，只要所有机床生产废品典 
概率 P 都为同一数值，那么在取出的II件产品中，其 1* 品數 
恒等于吵 


§ 22 积的均値舊伽、 

在醃机变惫之和里解决了的均值问蹋也每常会 在醵机 i 
董之积里碰到。设随机变暈 x 和 y 仍相应地_私表<1 
斯示的分布薄那么， xy 的乘积也 UOI 机变量， 

(1 < i < k , 1 < i < o 乘积愚该随 
傭的概》等予 pu •我们的任务爨赛舞 一 切情 M 
诸因子的均值表达变董$的掏 ipty 过，在_蘼 

備5下 L 解决这伸 帳鮮是 一雖 说， 

值 i 和 r ，并不能简单_走的最攘 < 即在爵样一_ 

.• - . • . , ? 

与7值的条# 下， 可能为不阉的_值 v ,因此,不可 • 

有用 S 和7表达 ^ ^任何一种普通铃式 • 

不过肴一种童要的慵況,如果某个 k 达式能箬成迭弁 
所得到的关系式相当简单。那么，就好办了* 

我们规定，如果事件 x==Xi，y = y』 在任一个 i 和 i 值愦 JB 



下籌不相关 ，: 隹就是说，在两个随机孪曇中，如果有一 t 取: 
某一 定值，并不麥响第二个随机变量的分在 _• 郞么，祙 
随机变量X和 y 为相 s 租立的 • 如果拫搪以上氣 k 的屝路， 
变釁 x 和 y 相互独立，贝 U 

Pi J -Piqi (i ; 1 ， 2 ， … ， k* 3 = 1, 2, … 1) 

根据独立事件的乘法定理，有 

_ k I k I 

*xy = I ] S ] XiyiPi i = X ] I ] Xiyjpiqj 

i = 1 j = 1 i = 1 j = 1 

k l _ — 

=* E XiPi I ： yjqi =x • y 
i= l j = 1 

对于相 S 魏立的 _ 取褒釁两亩， ft 犋的均傳等子诸因子均值 
的乘积。 

与和的均值理论情况一样，上述关于两个随机变量之积 
的定理可以自动地推广到任意个 因子乘 _情况0这时，只 
艚这些因子是互为独立的，即对其中都分变量餘出某一定像 
应不影响其余变最賴分布 规律。 

例1 用航空 fe 瘢激耋_蒼_面积， 

边长为 72rm 和 50H1* 测置误整的分石规律并不知道，不过尽 
经知 i 在矩 形的这一迤_二边， 茼一赛 貴的误兼有相禰像 
«卓。于龛，根搶游称性_萌 5} 雕 I就曷^31 
实〉 可知， y 矩形边长的均值与测暴得到 的结舉镇霉 ，期# 
这两种测量结果可卑作相亙独立的隨机变量，那么 ( 根据上 
述推导的_法定瑪，耜形面积的 均停将 等宁其边长今均值的 
乘积，即 72 X5:0 = 3600m*。 不过,皆时候有理由假嬈边长测 

爨舞梅耳关联的《>比方说，两边都用同样一些准确校正的仪 

* 

~^r 



罌，测置就是相互关联的。如果长边测董数值明显超过实际长 
度，那么我们自然有根据推测《 —般地说，这些测量仪器 
似乎会测得偏大欺策 h 由于长与寫这两个勢_檣互独立 
的，因此，在测量宽度时，测置数值偏大¥概率 也会 増加。 
在这类情况下，面积的均值不可能等于矩形达长均值的乘 
积，要计算其面积需辈附加其他的条件 • 

例2 电流沿导体流过。导体的电睦值按随机情况变 
化， 该电流强度也按随机情况变化。已知导体电阻的均值等 
于 25Q, 电流强度均值等于 eA 。 计算沿导体搛动的电流的 
电动势 E 的均值 o 
根据欧姆定律 

E-RI 

式中 R - —导体电阻 ，I -电流强度， 

1 * : … ， ，,..A 

因为根据假设， R =25, I ® 隹 R 与 J 是播幕屬 

立的,则有 

E ： ="Rr "25X 6 =1B0V 


第十章偏离与平均 M 差 

§23均値在表示随机变 
量时的不充分性 

r 前面 B 经多次 看到, 随机变 置的均 值使我 们对该 变量有 
了一个 初步的槪念，就解决实际问题而言，这 个溉念 在很多 
情况下是足够的。例如，要比较 两个射 手在竞赛中射击技术 
的髙低，知道他们射击得分数的均值就够要比较 两个不 
同宇宙微粒计数系统的效能，知 遒每个 计数系统允许漏计的 
級粒数的均值也 完 全够了 等等。在这些情况下，用均 憧而末 
用复杂的分布规律来播述随机变量颇 为方便6 就好象我们* 
到的不是随机变置而是有确定数值的置一样。 

不过常常碰到另一种淸況，即随机 变嫌锋 为重要的特性 
无论怎样籙不能用其均值来确定，这时就霱 k 较详细地知道 
败机变量的分布规 律了， 

在研究澜*误差分布规律时就会礅到这类典型情况•设 
x 为误差董，即被测之董激得值与其离值之差》没有系 
戾差时.测鼉误差直 v 用 F 表示〉 等于零 • 假定就是在 
«种条件下进行测董。试问误差将怎样分$呢？这种或那神 
董值的误差是否经常磁到呢？如果仅知道0，则无法觯 
决上述问題 * 由于误差置的均值等于零，则我们只知道可能 
有正、负误差，并且它们出现的机会大体相同*伹是不知遒 



度 ifctt 机变董傷离的 


各种方法 

r ) . 

上述例子和其他一些类似的例子令人僮服地表明，在棱 
多情况下，要描述随机变覺的本质特征,只给出随机变量的 


#主要的事实：即大•数澜董结果是否接近手祓裔之羞_ 
也。可能#在两种懂況，1 >相当可靠地#嫌毎个?#置结 
果 I 2) 这些测量铕果基本上偏离真值，且正灰误差值霉很 
大0 

当两个操作者用同一误差均值 I 进行测董时，可 能得雜 
不同精确度的测置结果。其中一个人得出的测量结果可能比 
另一个人得出的有較大的系统偏离。这就意味着该操作者的 
平均误差较大，因此他的测量结果比另一个人的测鼇结果偏 
离被额 r 量值要大 & 尽管两个搡作者测量误差均值完全相同， 
也出现上述情况是完全可能的， ' 

再研究一个例子，我们考察两种小麦的收获 ; 董，由于賺 
未羞 、」_、太 阳照晒 1等涵机条件不_，每平方米冰麦收成受 
到很大的影响，因而是个随机变量。，假定在同样条#下，祭 
种小麦的平均产量都相同——每平方米产240 克。 仅仅•根播 
平均产舞的数字是否能判断被考察的某种小麦的质量呢？显 
然不能，'因为经济效益大的小麦品种是其收获 量受气 候与其 
他随机因素影响较小的那一种*换句话说，即是收获31 # 傷 
离”较小的那一种 c 因此，在考察这种或那称小麦的收 R 營 
衡^收获鐘对能的波动煃比^收获_眞#霣大的现实 

, V- * * •. . 


4 

2 
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全不接在给出域机荣，均偉，条作 下*， 疼 i | 私 
夠是未知卜为了_那些特铒，成者备車该随 fl 变 
_ ^表聱 分布表（实际上这几乎总是复杂而又不方便的）， 

或者除了随机变量的均值外，再试图引入一两个数，使这组 
为数不多的数综舍起来能描述所研究的随机变暈的一些最本 
貭的特征 * 不两研究 r -下如何实现这种可能性 • 

正如上例表明，在很多焴况 T , 最重要脚可题最随扭奔 
量实际值相对其均值的偏差究竟有多大，大部分偏差畢密集 
地散布在均值的周围（即彼 此靠近 J 呢？还是相反一大银 
分偏差相对于均值有很大的偏离 《在 这种情况下，它们中汾 
參些数_華系，彼邺 相萆很大)？ 

下面的辑例可明确地显示出这种情》。有两 缉鼸机 变纛， 
寡槪串分布如下表所示 • 



的值非常接近于零（而且彼此也接近），相反，第二组随机变 
量的值与零相差甚大（而且彼此相差也很 大）。 对于第一组 
变量，知道其螂值^翁大体爾知_卖_可能值了4对于第二 
姐变量，其均值与实际可熊值相差很大，因此,其实际可能 
值就不得而知。于是我们就说，第二种情说可能的偏离值比 


蘑^种锖珉的-大 得多廉 

,这样以来》我似的任务軾昜事能用会赛方式_出_机家 




量偏离程度的数，是大本上释示 © 了随怀变蠢 
二与其均值偏差的大小3隨机变量 X 与 其均箇 差 x - i 本身 
显然 也逄一个随机变量;_这个偏差的绝对值（不考患符号， 
只表示偏差$小\ | x -$ I 也将是个^机变量^我们希望 
有一个能大¥表征这种随机偏差 ix - il 的数，并能指明 
这种偏差可能有多大。求解这一问題有许多方法，实际上最常 
用的有下列三种： _ 

.. 平 均働耱 人们总是自然而然地把随杌变董 \ x ^\ 

- - * 

_值1又-幻作为它的嫌咯值，这神偏差的迭对值的海 
值叫做变查 X 的平均儀羞。如果随机变量 X 如下表所示 










魏馘机变量丨 X - X | 的表为 



■■Hi 

■MRH 



! (x 2 - x) t 

■ 





H3B 


矣中3 =4 APw 对宁随机七蘧 X 的平匀裔差 M *, W 0 

i 1 J . r - cVr- 

以下公式 * 一 q 






— — — k 一 

M* = |x-x| = E Xj -x pi 

i= 1 

. — k 

式中，仍有;^ = E x iP i 。 就表 （I ) 和 （I ) 给定的数值而； 

i = 1 

言 ，X =0,于是相应地有 , 

Mx x =0.01 和 Mxjr = 100 , 

不过笃 pf 娜承平淡考奇，因为在这两种儋差的绝对 
偉 似甲尽 _取一个数值，这样一来就丧失了随机变量的特征， 
苒来异算第 S 页表（ I ，)和( I /)确定钧_拆变暈 
釣平均偏差 • 计算表明，这些变量的均值相应地等雜 
2-2, 即彼此非常接近。第一个变量的平均偏差等于 

il -2.11 X0.4+1 2-2.lI X 0.1 + | 3-2.1| X 0.5 


* 0.9 

而第二个变置的平均偏差等于丨 1-2.2 | X 0.1+ | 2-2.2 | 
X 0.6 + I 3-2.2 | xo .3 = 0.48 

第二个变量的平均偏差几乎是第一个的 1/2* 实际上 这自綠 
意味着 * 虽然两个射手射击平均得分大约相同（从这一点出 
发可认为他俩射击技能栢同），但是与此同时,第二个射手 
射击较稳定，其射点的偏离比第一个射手的要小得多，而第 
一个射手在平均射击得分相周的条件下射击特性不稳定，射 
击优、劣结果相差很大， 

2. 均方羞用平均偏差法度董梅差的概略、值是很自然〜 
釣事，与此同时,由于计算与评估带绝对值均数经常辑薦 
杂，有时甚至全然办不到，因此它实际上是一种痕不方 
办法 • 所以求偏羞董时通常采用其他方法一均方差法《 




象随机变量 X 与其均值 ST 的偏差 X-IF 是随机变 i 一样 r 
其偏差的平方 （X-1， 也是随机变董，仍采用前面的符号殚 

■山 "TT* " 








WM 

■B 


■此其平方的均值等于 

lr 

IZ <Xj -X)^! 


裉据这介数值可知 X -7 差的平方大约等于什么黎值,因此, 
对这个数猶开平 方，有 



由此得到了能表示偏差程度的数值 • Q* 称为醣铒 M 專參 

謅方龜 i 它的平方师 QS 籌涔醣 极变_^ 弟舞 当氟# 

算偏差值的这种方法比前画 S 聞的平均錄法较为巧妙纟鄱 
采用迂回的办法首先求偏差平汸的嫌縮你熬后用开乎方的 
方法再来求偏差值6但昜 ■ 正如 Tt ， 要看激用均离_ 
饉大大简化计算.正因为如此，统计员幻_寒醮中大 
都釆用均方差法* 

*« 对于第 76 页表（I，）和表 U，） 确定_机变 
量* 相应地有 



Q 2 x x = (1-2.1)* X 0.4 + (2-2.1) *x 0.1 

+ (3-2.1) 2 X 0 5 = 0,8 争 
Q 2 X R / = (1-2.2) 2 X 0.1+ (2«2.2) I xa # 6 

+ <3-2.2)* XO .3 = 0.36 

因此 

Q*I ’ = v^0*89 勿 0*94 ， Qjc j , *0,6 

前面已经求出了这些变 1： 的平均偏差 
M:i f = 0.9, Mxi f =0.48 

我们发现，如同平均偏卺一样，第一个变夤的均方瘦比 
第二个变量的要大得多。用平均饞篕法和用均方差法度量傷 
离程度都能得出同一结论，即 S 两个变置中，第一个的偏离 
比第二个任想大 * 在这神情 ® 下将采用哪一种方法呢？ 

这两种情况的均方差都比平均偏差大，由此1 以推 
任何随机变量都是如此。事实上，随机变量 lx -^1 平方咏 
均值 Q *， 根据第85页已证明的公式，不可能小于随机变董 
| x - lcl 均值 Mx 的平方，即由此得出 

I . 中位龜(鎌鲁)为嫌定输离经常（特拥播在军 
_上> 會要 努外的方法，轭用炮兵例子进行阐述* 

#诙炮兵级❻点询方崗 <®» y 进行射#夂彌着癍 
‘炬发射点的距离 X 是随机变置，其均箧表示“命中中心” C 
釣位釐 ( oe=^xy ,各个单发爆弹落点程度不荷地餘布在 c 

点附近。 _ 

随机变量 弹飞行距离）与其均值的同时也 

是炮弹落在离命中中心 C 的差值，因 此对 丨 x-i | 变量釣所有 



图9 

估算同时也就估算了炮弹在 C 点附近散布即偏离程度，予 
r - 是 ，I X -I | 变量便成为射击质量的一个最重要的指标 • 

” 如果从 C 点向左、向右截取长度为 a 的很小一段拒商，那么 

只有为数不多的炮弹落在距中点为 C , 丧度为 2 CI 的拒离 之内， 

换句话说 ， I x -7| < a , 当 a 很小时其概率也是很小的。伹 
是现在把截取的距离扩张，即增大 a 的数值（须知它是一个 
任意确定的董）。截取的距离越大，落入其间的炮弹 敢将雛 
多，因此单发炮弹落入该区间的概率也将鎗大，当 a 衢太 
时，实际上所有炮弹都将落在这神区间之内，这样一来》81 

着 a 数值_逐渐增大，不等式1 X - 了 I < a 的槪率从零增» 

到1。首先，当 a 很小时，很可能有 I x-x 1 > a ， 即炮薄 

落在截取距离之外。然后，当 a 增大时，将有丨 <a, 
即炮弹落在截取距离之内。因此，当 a 数从很小的数值变殲 
. 较大数值的某一处，该 a 数应该有这样^个值 ou , 即在截取 

距离中心为 C 、 长度为 2 a 。 的区间内、外，炮弹命中的概孝 

相同。换言之，不等式 | < a 。和 | x -! T | > a 。具 

有相詞的概率，即两者的概率都为 1/2( 如果把等式 | x ^| 
= ot 极小槪率忽略不计的话） • 当 ot < a 。 时，两个不等式_ 
第二个的概率较大,当《>0(。时，第一个的槪率较大。因此， 
存在着一个唯一确定的数 A ,傷差的绝对值可能大于 < x , 或小 

— 



于的概率相同。 

Ct 。 数值为多大一它取决于射击武器的质量，不难看: 
到，与平均偏差、均方差相似, CU 数值可作为炮弹偏离的 
董度。实际上，如果 0 C D 很小，则这意味着大炮发射的全部 
抱弹有一半落在 C 点附近的一段很小的截距之内，从而表明 
偏离较小。反之，如果较大，则在 C 点附近截距较大，我 
们就应该认为，有半数炮弹将落在该截距的区间内,显然， 
这表明炮弹在中心附近的偏离较大。 “ 

人们通常把 0 C 。 数值称为变; lx 的中位楚或概差。如果对 

于某一数值， x - r 之差的绝对值大于它也好，小于它也 
好, 其出现的概率相等‘，那么,称这个数值为随机变 釁 X 的 
中位差或概差 》 虽然变量 X 的中位差（我们用 E * 表示）在数 
值计 算方面不比平均偏差方便,也明显不如均方差 Q * 方 
但是，炮兵为了评估所有的偏差，仍釆用中位差 Eu 
下面将明白为什么这个方法在实际上易于推行 • 

§25 均方差理论 

可以相信，用均方差法表征偏差量比其他所有方法—— 
平均偏差法、中位差（概差）法等等具有更为可取的一些特 
下面介绍该方法的基本知识。 

设有随机变量 x 2 ， …， x n ， 其均方差为 < L ， q2 , 
••* Qn 。 假定 Xi + X 2 + … + X n =5C ， 若 < li ， <la ， 已知， 
丑箱机变量 x , Cl < i < n ) 相互独立，求变量 X 的均方差 Qa 
粮据均值的加法定理，有 


—1QCI — 



X = Xj +Xi + ― +Xn 

因此 

X-X= (Xi -x,) + (Xi +X*) + ••• + (X« -Xn 〕 

由此 2 

<X-X)*=( I ： (Xi-Z 〉〕 2 

i= 1 

a — n n — — 

** J2 <Xi*X()* + (Xi -Xi) (Xk -Xk) 


k= 1 


i 与 k 


因为 


(X-}Q 1 =Q 2 ， (xi -lx%) 2 * 

_ 用均值的加法定理从而得到 

Q*= E Qi 2 + E E Cx k ^) 

i ^ l i = 1 k = 1 

i%k (2) 

不过，因为变量 x*x k 满足前面的假设，当 i~k 时互为独 
立，那么根据相互独立的变量均值的乘法定理，当 i%k 时 

(Xi - Xi) (Xk-Xk> = (Xi-Xi) (Xk -Xk) 

等式右边两个因子的积等于零，其原因是 

(Xi -Xj) =X S -X| = 0 





这样一来，在等式 （2) 的第二个和式里，每个单独的和均 
为零，因此得到 

Q : = Xj Q^i 1 

i = 1 

即相互 独立的随机变置的和的方差等于它 们方盖 之和。 

这样，在随机变量互为独立的情况下，除了均值的 加法 
定理外，又增添了一个很重要的方* 的加法定理 • 由此 ，攝 
到均方差为 



可以用各个相互独立的被加数的均方差简单地表示其和的均 
方差，这是均方差法优于平均偏差法、中位差法及其他偏 * 
法的一个最重要的优点。 

例 1如果某企业里每件产品可能为废品的概率为 p , 那 
么在 n 件产品中废品的平均数等于 np。 为了大体确定 废品实 
际数与其平均数的偏差可能有多大，需求出废品数与 np 的 
均方差。最简便的方法是釆用公式 （3) 。' 

废品总数的确可以看作制造每一产品时出现的废品 数之 
和（就象在第78页研究类似例子时已经见过的一 样）* 
若认为这些数是互为独立 昀随机 变量， 則娓据 方差的 加法嫌 
理，要计算废品总数的均方差 Q, 可以采用公式 （3) , 其 
中, q u q *, 表示在制造每一产品时出现的废 品数的 
各个均方差，不过在制造第 i 个产品时进品 数由下表确定 * 





一 1 

0 

P 

1 -p 


因此 X |= P , 并且 


^ — - - ---- 

qj* = (Xi -xi ) * = (1 -p) 2 p + p* (1 - p) 

« p (1 -p) 

于是 


q=v i ： qi 2 w np (1 " p) 


问题由此得解。 


将废品平均数 np 与其均方差 v / np (1- p ) 比较发 
覼》 当 n 值很大时，后一数值大大地小于前一数值，且只占 
平均数的一个不大的分数。例如当 n =60000, 时， 

废品平均数等于2400,而均方差<3 = v /60000 X 0,04 X 0.96— 
*48, 于是，废品实际数大约偏离废品平爲数2 %。 

供2设想装配一种由 n 个零件组成的机械，这些零拌沿 
某一轴一个紧靠一个排列，井且两端被一个零件框住（图 

10 ). 



图10 
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每个零件的长度可能与相应的标准长度有些差别， y 此 
是个随机变量。假设这些随机变量是独立如果各零件的 
平均长度及其长度的均方差相应等于 
ai , at , …， a n 和 Qi ， q !， …， q a 
则 n 个零件组成的链的长度的均值和均方差为 


a : ：C a k 和 <L=V ZI Qk* 

k = l k = l 

细果 n = 9 ， a t = a a = — -a, = 10cm. q! ; q» = .•• = 4, 》 
0:2cm, 贝 (|a = 90cm, 

兮 = ^9 X (o 72 )^^ = 0.6cm* 

于是我们发现，如果每个零件平均长度偏离其均值 2H 

那么由这些零件组成碎链的长度偏离其平均长度约为 I%* 

当一些随机变量相加时其相对误差减少——这种愴况在精審 
机 械装配 时起很大作用 •诚 然，如果每 个零件 的尺寸 与给定 
韵名义尺寸的偏差不互相补偿，那么装配机械时经常会碰拜 
下列情况：外框零件长度小于被框住的零件链长，或 者与此 
相反,外框零件留下特别大的间隙。在这两种情况下 显然出 
现废品。釆用减少“公差”的办法，即用减少实际尺 寸与稼 
定尺寸间的允许偏差的办法来与废品作斗争是不明智的 ，这 
是因 为只要稍为提 高加工 猜度， 就会大大提高产品成 本 ㊀ * 


㊀ 从技术上考虑得出的结论是：必彡页建立 以槭率 论为基 础的公 
差理论 • 





例 3 假定在不变的条件下对某一随机变霉进行 n 次澜 
量。由于仪器状况、观察条件、空气状态的 S 化情况、 防尘 
设备设置情况等等诸因素的影响，一般地说每次测量 将得离 
不同的结果——产生随机测量误差。用 Xh x 2 、 …… . X, 
表示测量结果，作为标识符号，在每个 x 下注出测量序号* 

所有这些随机变量的均值都为；，因为各次测量是在 不变的 
条件下进行，显然应该假定各次测量的均方差 q 也是同椁 
狗。最后，同样认为变量 X :、 X :、 ••• XnS 相互独立的， 
现在求 n 次测量结果的算术平均值。 

4 = Xl +Xa + … +X n 

n 

这是一个随机变量，现求它的均值和均方差。 

根据加法定理： 

1 ;-- 

^ (Xi +X 2 +-• +Xn) 

= n (Xj +x 2 +… +x n ) 

-| * ■ ■ 

=—(n x) = x 
n 

这就是均笸，其实它与各次单独测量所得到的完全相同 • 

其次，… + x n 和 的均方差根据方差的方法定 
理 （ 3 ) 有 

Q = n / nq 2 = q >/ n 

而随机变量 4 的均方差是上述和值的 1/ n , 它等于 
Q/n = q /%/ n 

— 105*^ 




由此得出一个很 重要的 结果： n 个相 S 独立的同样分布 
•9 繾 机变置的算术平均值具有以下两个 特点： 

1) 其均值与每个随机变量的均值宪全相 PU 

2) 其均方差是毎个醮机途量均方差的 1/八5^ 

比如， 若被测 量的变量的均 值等于 200m, 而均方差等 
于 5 m ， 那么一百次测量结果的算术平均值4也为但. 

其均方差是单独测量的1/\/^100 =1/10,即为 0,5 trx » 这 

样一来有根据期望，一百次实际测量结果的算术平均值比任 
一 单独测量结果的算术平均值更接近于均值 200m 。 由此可 

知*大置相 S 独立随机变置的算术平均值的偏禽比其中毎个 
鼸#1变量的要小很多倍。 





第 十一章 大数定理 

§26车比雪夫不等式 

前面已多次介绍过，知道随机变量的某种平均偏差（例 
如，它的方 差〉， 就可大致知道该随机变量的实际值偸离期 
望值有多大 • 至于偏差大的概率是多少，它并不能给出任何 
定量的评价，甚茔近似的计算都不可能。肴鉴于此，车，比雪 
夫首先对此毕行了简单的推鎵 。从第 96页随机变最 x 的方^亵 
达式出发 • 

k _ 

Ql = 

i = 1 

设 <x 为任一正数，如籴在上面的和式里，去掉 I Xi - x| 
<<*的部分，只留着丨 Xi -X 丨>€1的部分，则和必定减小， 
即 

Q* ^ D cx ( -x) 2 pi 

I Xc I > a 

如果用比 （Xi -i 1 小的数 a* 代替每个被加数中的 
(Xi“iT) 2 ， 則这个和更要孩小 
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Qx ^ Pi 

! x i - x I >a 

上式右边的和是在丨 >«条 件下，随机变量 X 的所有 
数值 Xi 的概率之和。根据加法定理，这是随机变量 X 得到其 
中某种数值的槪率。换言之，这是实.际所得偏差比 a 大时的 

概率 P ( | > ot ) ,上式可改写成 

- QI 

P ( | x-x 1 > a ) < —— (1) 

a 2 

这就是车比 霤夫不 等式。 如杲仅仅知道均方差 Q *, 仍 
旧可用上式评估偏差大于任童给定值 ot 下的槪率。诚然，车 
比雪夫不#式给出的评估常常很粗略，不过，该不等式除了 
理论上有极大的意义外，在实践中有时还被采用。 

在上一节末尾曾经研究过这样的例子《测量结果的均值 
为 2 00 m ， 均方差为 5 m , 在这些条件下实际得到偏差大于 
3 m 的概率是很可观的（可以想象，它大于 0*5 i 当然，其 
精确值只有在测董结果的分布规律完全知哓的情况下才能算 
出）。不过已经知道，对于一百次测量结果的算术平均值乞来 
说，均方差为 0.5 m a 因此由 （1) 式有 

P ( U -200 | >3) < =^^0.03 

3 36 

于是，对一百次测董的算术平均值而言，所得偏差大于 
3 m 的槪率已经很小了（事实上概率值还要小得多，以至可 
以全然不考虑这种偏差存在> • 

在第101〜102页例1里，检验60000件产品时得到廒 

一 108 ^ 




品数的均直为 2400 件，均方差为 48 。 对于实际废品数在 2 3抑 
到2500件之间（即丨 m-2400 I <100) 的槭率而言，车比 
雪夫不等式给出 

P { | m-2400 | ^100 } 

48 2 

=1 -P { i rn-2400 I >100} >1 
实际上这个概率相当大。 

〆 

§ 27 大数走理 

设有 n 个互为独立的嗨机变量 Xl ， ，…， x n ， 它们 美 
有同样的均值 ot 和同样的均方差3。对于这些变董的算术乎 
均值 

Xi + Xz + *** + X n 

正如我 n 在第 JL04 页所见，均盧等于 a ，均方差等于 qA/i, 

因此在任^正数 ct 下车比雪夫不等式给出 

P(i |-a|>a) <—4^- (2) 

a 2 n 

假设研究的问题是关于某〜变量 n 次测董的算术平均 
值，并如§ 2 5末尾的例子所知，假定 qwm, a ^ 200m, M 
有 

P( I 4-200 I >a) < 一 ^ 

a 2 n 

可以选 a 为很小的值，例如 a==0*5m, 则 
P(l&-200 1 >0,5)<^ 

n 
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如果测量次数 n 很大，那么上述不等式右边的数可以任意地 
/h» 比如，当 n = 10000时它等于 0.01, 于是，对于10000次 

测量的算术平均值，有 

P( | 1-200 | >0.5) <0.01 

如果不计概率极小的事件，则可以说，在10000次测置中其 
箅术平均值与 2 00m 之差的绝对值将不大于 50cm* 如杲想更 
加接近，如 10cm， 则应该假定 a==0.1m, 于是 

P( | 1-200 | >0.1) 

0. Oln n 

要使上面不等式右边的值小于 0.01, 不能把测量数定为10000 
(该数值现在不够），而应为 25000(^ —般而言，不管 a 值 
多么小，只要取 n 足够大都可以使不等式 （2) 右边的数值 
达到预期的大小。这样一来，当 n 足够大时可以认为逆向不 
等式1 l-a | <<x 是何等接近于实际 情况。 

如果随机寰量 X :, x 2 ， ••… ， x » 枏 stt 立，并且它们 
德有闳样的均值 a 和闳样的均方夔，那么当 n 足鲼大时，褰 

m 1= Xl + X 2 = … + X ° 与 a 之盖值可 以腱意 地小,它具有 


M 撅率芎 賊意地 鏟近于 1 (实际是足够 地接近 1) » 

这是概率论基础理论中一个最简单的特殊情况，它称做 
大败定理， 是由俄国著名数学家车比雪夫在上世纪中叶确立 
的。 这个著名定理的深刻含意是：虽然单个随机变置的值经 
t (正如我们 所知〉 比其均值小得多（具有相当大的偏离〉, 
^大量随 机变量的算术平均值 却全然 不苘,这平变纛的偏 


离 很小，它的值非常接近于均镇，旦这种情況的 概# 极 


大_当然，这是因为在取算术平均值时，偏离两边的各随机 






偏差相互抵消，因此在大多数情况下偏差之和就很 小了。 

实践中特別重视运用牟比嘗失理论，因为連择少量材料 
就可判断大釁同类材料的质量优劣。比如从一捆榫花钧不躅 
部位随机地抽取一小束（抽样），并用它来判断这 SB 棉花的 
质量。或者从一批谷物的不同位賈随机地灌一小容器谷物， 
并甩它来判断大批量谷物的质量 ㊀ 。根据这种选择来判断产 
品质量具有较大的准确性，因为尽管取出的谷物数量比储藏 
的全部谷物数小得多，但是就其本身而言仍是大数，根掘龙 
数定理就足以准确地评价某种谷物的平均重量，从而就可_. 
该批谷物的质置。又根据一小束包含数以百计纤维而重金焚 
不过十分之几克*昀棉花，也可以准确堆判断20普特(命 
327.6 kg ) 一捆的棉花质量. 

' *• 

§ 28大数定理的求证 < 

* ^ \ 

r 、申 ■■ 一 

• 

到目前为止只研究了所有变 ftXh X *;, •”具有 调产堠 
值及同一构方差的情况•但是,大歟定理在更为一躲梅_ 
下也 适用。 现在研究以下这种倩况。 3 g*Xtv Xx , 參 
值可能为任童敗值（相应地用 a:, a s , …表 示），一般嫌 
说，它们各不 相同。 这时，变量 

(Xi +X2 + ••*+Xn) 

n 

的均值显然将是变量 


© 譬如，灌人容器的谷物重置为100〜200克重，而全部谷物》 
几十吨甚至几百吨《 
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A = - Cfti + a* + “• + 4 息〉 

n 

并且根据车比雪夫不等式 （1) ,当 a 为任一正数时，有 

P( | |-A I >a)<-zT- 

a C 8 > 

由此可见，一切都归结为 评估髄 机突量 QI , 但是此处评估 
驢机变量几乎和早先研究特殊情况时一样地 简单。 

Q \ 是随机变 *4 的方差，4等于 n 个相互独立的随机变黴之: 

和除以 n (当然仍然保存变量相互独立的假设）。因此根据: 
方差加法定理有 

Qt 45 + ol 十…十 ol ) 

式中 q:，q*， …相应 地为随机变量 x^x*, …的均方差。现 
在镢定 这些均方差一般也是互不相同的，但是还要假定，无 - 
论随机变量怎么多（即无论数 n 有多大），所有这些变*时 
均方差总小于某个正数 h 实际上，由于是在某种程度上同' 
一类的变量相加，对不同的变量而言，其偏离程度不太悬: 
殊，因此前面的条件总是能够满足的_ 

因而假定 (i = l ，2^")* 这时就有 

Q5 <^rnb* = — 

4 n 4 n 

由此，根据不等式 （3) 有 
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(I 乞 _A I > a ) 

not* 

不管 < x 有多么小，当所取的随机变*数 n 为足努大时，上 
述不等式右边的数值可达到随意小 • 显然这就证明了在一般 
锖况下 的大数 定理。 

总之， 如果变置 x :， x &，. 相 sik 立，而且它们供均 

方塞都小于同样一个正敝，劂当 n 足够大时，其算术平《值 

4 (Xl+Xl + ... + Xn) 

儀离的绝对值可以为随寒小的数，且这鞞概率也 随意燴 撅逬 
于 

这就是车比雪夫提出的一般形式的大数定理。 
r 现在进而讨论一个重要的情况為银设测*某个变 • 
i 同样一些条件下重复测董时，测置者得到了一些不完全重 
复的数值 X ,, x »， …， x „。 取算术平均值作为 a 的近似 

値 ，即 

(Xi 十 Xi + … TXn) 

n 

试问，如果试验的次数足够多，是否可以得到随意准确的数 
值 a 呢？ 

如果测量时没有系统误差，即如果 

Xk = a ( 当 k = l ， 2 ， “.n ， 时） 

而且这些数值本身不存在不准确性，即是说测置时在仪器上 
读出的数值就是实际上的数值。那么，上述问题的回答将是 
黹 定的。如果仪器不能给出准确的读数而大于某个数值6, 
比方说刻度尺上刻度的宽等于5,那么读数精度躭不可能高 
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于土 6* 在这 种情况下算术 平均值 显然与每个 x k —样，将 
具有同样的不准确度6。 

这个说明吿诉我们， 如果仪薄给 di 的测量结果具 有某一 
不准确度 s ,那么试图用 大数走理的方法得到准痛度龕的 it 
值 a 。 将是一神错误的想法，而且在这种 情况下所作的计橥. 
本 身将备 一种爸洞的算求游戏 



第十 Z 章正态分 t ? 腳 

f f '" 

t 

§2 &问题的提出 ^ 

大暈的自然现象、生产和操作过程实质上都是在 这些或 
那些随机变量的参与下发生的《在自然稞象、生产和嫌作过薇 
尚未完成之前常常可能知道这«隨机变暈的分布即知 
遒随机变量的可誰熬值焚其辉率。如果随机变讀有无難多个 
不同数值（炮弹飞行距离、测量误差等等），那么_搶银 
一整段数值对应的槪率，而不 必指出 各单个数槪对&的嫌赛 
(例如，测量误差在 -ltnm 到 + lmtri、0:1mm 掷 0.35 用甩 
等区间内对应的概率）。 ； ^另 

这神看法并不改变问儀的寒质,,即若要_柢变最的主 
人，要在力所能及的范_内掌摩随栋变暈，就必_可_ 
确地知導它的分布规律 * : Y 

:要輝娜濰所猶到的餹槐变最昀分布规律，如果不^ 
_性的，切推理辨預濟，如果在 ® 任何_懾垛的 i 情― 
下处理毎个腺机变量,獯用纊 谲验的 方沬求凼随想康 
分布规律的所有特征> 这实#最缚痛逸鑷谢爾難搛 
大、几乎不能完成的任务。在每个新情况翼，即悚儺确&辦 
的未知的分布规律的^_鼂+重粟特点，也要进行大 
越。因此学者们早就想寻求分布塊律的3般耱式，有了 m 
可以明智地对曰常遇到的大量随机 事件: （纵嫌不最金部）进 
行预见、薄鑤和觴翊 • 在理论上早已建立了逮样^雖雜式， 



并且已经得到了试验的证实。显然，根据理论研究成 果及以 
前的所有试验，能够预见到新遇到的随机变量的分布规律鳳 
于何种模式埯零^便和:如果寧预準縣.蓦么通常只需要 
少量的试验七喊‘就可 以确定 分布规律的全部_ 点了。 

理论研究表明，在实际碰雜的大量随机情况里，有充厄 
侬据预一种确定的分布规律。这个规律叫正 f 态分布规~ 
_。由于问親釣复杂性，暂不考虑全部的证朗及_确的公 
式，本輦只対该定理作些简要论述。 

实际上在我们碰到的各种 fit 机变量中很多都具有随机误 • 
羞特性，或者至少易予归结为“误差〃特性。例如，假设挤 
究从 某辨火 炮射出的炮弹的射程当然先假定有一 个瞄裙 
供走标用的某一平均距离 X 。#瞄准仪定标在义 0 上。 X - X . 
之差就是射程的“误差”，因此研究随机变量 X 就完全、直 
接 地归结为研究 X - h 的“随机误差”。 

: 不 过这神 每次射击都在变化#误差童取决于很多互不关 
联的 a 素^例如 炮筒的 随杌振炮弹鲎董与外形不可避免 
的（尽管不大的）不一致性，引起空气撤力变化的大气条件 
的餹机 变祀，瞄准中的随机读差' < 如果 在每次单发射击前或 
麵次 连发射击前都重新瞄 准)。 所有这塋因素茇其他__ 
_引起谢遵的误差 V 所有的 撖隸溴差都是相互缍盎的_变 
道,而座彆纛的占全部 
商要研究的裹终误差 X - X 。 木过是所有局部因素引超的随机 
褒差之和。这样^来，本例中庙漢心的误差是大量相 互独立 
的随机变量之稂。.显然,在类餘:上人们惑兴趣的其他大多数 
驄机变*的情况也是这样的。 

- 由前述的班论研究表明， 欉輿太 量的相_立_机变 




量之和 也是一个随机变量，不管 各个相加的随机变量的特性 
如何，只要其中每一个数与总和相比只是一个很 小的数 ，则 

和的随机变量的分布规律应该接近于某种完全确定模式的规 

律 e 。 

这种确定模式就是正态分布规律。因此可以假定，实际* 
遇到的绝大部分随机变量（大量的相互独立的随机误差相加 
的总误差）接近于正态分布规律。下面，来认识一下正态分 
布的一些基本特点。 

§30分布曲线的槪念 

在§ 15中用图示法描述过分布规律。这种方法很方便， 
无须査找数据表一眼就可看清要研究的分布规律的一些重要 
特点。图示法是这 样的： 在水平直线上分布着某个随机变量 
的各种可能数值，从某一原 点0 幵始，正数在右，负数在左 
(图 11) 。对应于随机变量的每一可能数值，用向上的垂线 
表示该数值的概率。选定两个方向的比例时应使整个图形方 
便易读。略看一眼图11就明白，具有最大概率的随机变量的 
对应值为乂 5 (负值），并且，随着该随机变量的其他可能数 
值离开 x 5 值，其对应的概率也不断地（相当快地）下降 3 任 
一区间 （ cc 、（3) 包含的随机变量的概率按加法定理等于该 
区间所有可能数的对应的概率之和，在几何上，用分布在该 
区间的各垂线长度之和 表示。 在图11上， P ( a < x < 3 ) = 
Pl +P2+P4+P 6 。如果随机变量的可能数值很大（这种情 


㊀ 参见结论部分。 





况在实躁中経潮 , 为银图形，在水平龙尚不 致®伸遂 
长，在秦韦方兩采每了较大細 * 例^因此 ，鶴棚^悬 句貓数 
值時分$非 常密集 （图 12) 。我们看到，所有 垂茸线 的班蠊 
汇 成一条曲线，这条曲线称为该随机变量的 分 布曲线 * f 
是， a < x < : %等式对应的概率用图形表示为在区间 (< x , 
0) ,分今的各垂直线段长度之和。 - 



1 窗 12 ' .'' ' ： ' 

现在假定随机变量的两个相邻的数值之差始终等于1 * 
这个假定是可能的 3 如果选择的数值为一列_正整数，在 

















选定足够小的比例单位时，上述假定卖际上总是 能#% 

的 p 这 s% 每一垂直线段的长度在数璋上就等于 —个矩 
p, 这®矩炉的高为该垂直线段的长，而宽为两梅邻线聶：£ 
间_禀，即宽等于1 (图 13) •这样一来，不等式 a<x 

< 6贫应 p 釋率眘几何上 可以描绛成如 图所示的备希由读区^ 
间的矩 形面七 乏和。 



图 13 


但是，如果随机变暈的可能数值分布很密，如图12所示，贝1| 
这些矩形两积之和与由 a P 线段，分布曲 学、. 过( X 、 P 点的 
两条垂线所围成的曲线®形的面积实际并无差别 （见图 
14) 〜。于是在图14这类曲线图上，该随机变量在任一区间 
的槪率可以简便地用该区间 P 、分布示。细 
果该随机变 M 的分布规律呈形,#么_上宪全 
木必舊出遍布全图的垂直线段，并且皋+数值间题本 
身在此也矣考了现实意义 • 果可祕尚&桉多 （结始 ，逯 
是一切 曲线齒 形的基础）， ; 被么卓个蠢儀_ 本廂例甚微 
女卖蹄土等爭零），齿座宪全芣会♦人关迮 6 ; 树齓 Mmtt 

〆 .广卜..夂. ..... :芯 ； 

1 -*• 1 > r 、 T r . 必、 .， ，， ' - i .. . 

© 当涂 〆 这时两个_的可能 





各梅部点的距离时,.知道挪量结果与真实值相羡 437 cm 
釣# ^晕龛全无关紧要的。相反I令人关心的问豳是偏差在 
省 i S ET1 的概率。诠其他类似的情况里也是如此，如學命执变 
量裇很多数值，那么，对我们来说，童要的问题木是要知 • 
这些单独数值的槪率，而是要知道这些数值中一些完整区商 
的槪率。 1 不过正是这些曲线图飧的面轵形舉而 t 观地确定了 
这些概率， 



:' § 31正态分 i 曲线 的特性 

寒_ 正李规律分布 的随机变量总有无数多个可能数值 
嚷合,因构备神珥*分_律轤璋亍用曲线图彩来描绘 r / 
图 IS 示出了$些正态分布曲/尽彎 这筚曲 綠外表 
相同，但是，可&明 S 地看半它们有许¥共同特点 r 

1 • 所有曲罈都有 ： 一个邊值点，当从这一点向左或向右 
移动时，_线连续地下降，显然这意昧獯，当咚机变纛值傕 
离其最大槪率对应值时，它们对应的槪率连续地 减少。 

2 • 所有曲线幕是袖对称的•对称轴是鸪极值点的垂 



线。显然这意味着，与最大槪率对应值等距离的两个璩对应 

着相同的概率。 

8. 所有曲线都呈钟形。李解值4附近，上 a 
起，在薄极值4某一距离財辨贏禎向下 O 起，両淨^离 
嘁就象曲线最大高度_样）因不同曲线而异 © c * : , 

4 ' • . .. — • . r 1 i. 


© 对于懂得高等数学的 i 卖者而言，.这:里指也彳描述手本#布规 
禮的曲线方程式为 t ' ■ -i ■ e 


y * 


Os/ 2 ^ 


exp (- 


—(x 〕 a) 
—— 2br jr * 




式中 ， exp ;x = e x ，e = 2.71823 …，为自然对数的底麵， 3 t = 3 AUS 9 
…， 是周长与其直径之比，而 a 与 cf * 是随机变置的均值和方差。嫌# 
懂得正态分*规 雒的解 折式， 蚨极務 掌镬书 : 明_1识*但条 v 似后的 
所有内容对不懂髙等数学》读#^1易于明了螓6 


那么不同的正态曲线如何区别呢？要明确回答这个I可 
题，首先应该记住，对所有分布曲线而言，它所包络的面积 
等于1, t 因为不_机变量取何值，这个 P 积总是等于该随 
机变量的 k 率，即必然事件的槪率。因 此各分 布曲线围成的 
总面积都相同，差别仅在于，在不同区间面积分布情况不 
同。对于周15所示的正态分.布规律面离，根本哪是》总面 
积中有多大比衲集中在巖大概率值附近的区而托，有多: 
大比例分布在离最大概率对应值较远的区向内。封于图 15a> 
所示的分布规律而凡乎#有窗尹都集中在最大概率 对应' 
值附近的 孩梅。 这^昧菁随视娈量极去轆率::邸在绝大务 
数情况下）取与最大概¥对座_接运的值》由于正态分布规 ( 
律的对称性，最大概率对应值总是与均值重合，则我们可以 
说:属于 a >种分布规律的随机变量的偏离较小，其方差与均 
方差也小。 

,相^反，在图彳56所示的情况里，与最大概率对应傻;附近: 

应的面积 占总® 积的较小比例〔如果把图 15a 与6同样 
备 Ws 间 <a、 阶上对应的面索相比较, 立刻嫌 看到: T 
差别]。因此，随机变量取明显偏离 其桌大 概率对疲值的槪」 
率很大。随机变量的偏离较大，其方差与均方差也大。 

显然，情況 6介于情况 a 与6之间。 

要想较快地熟悉所#正态分布规律并学会使甩它们 ，较 
合适的办法是从下列两个基本特性着眼，这两个特性将被详 
细地介绍而不予以证明，因为要诋明首先就要准确地计算正 
春分有规律，这就要求读者具备高等数学知识 & 

犛铢广轉學禪钒雄 x 提疋奄规镰分寒,_ 

1) 在 c >0 和 d 为任一常_ 变 cx 十 4也按某棒 f 



正 态规偉分布； 

2) 相反，对于 任一正 态规律 *_ 找 a 这样的 （嗡一 的> 
一对* C>G 和 d, 使得 *Hcx + d 也按这个 3 E * 规律分 
布。 

因此，如果随机变量 x 按正态规律分布，部么 fec>0 和 
d 的全部可能常数数值下，变量 ck + d 所遵循的分布规律全 
是正态分布规律。 ^ 

特性二如果随机变羞*和 y 相夏酱淦并癢象态规律分 
布，用 x 与 y 之和 z = x + y 也*某一正态规律分癉。 

采用这两个基本特性，就可以较严密埤檢 征正态 规律在 
实践中的一系列特别重要的 性廣： j 

1* 对于任何两个数 a 和 q>0， 存在着一个坤值为％ 
均方羞为 q 的醺一 的正态分布规律。 


事实上，假设 x 是一个按均值为 x、 均方羞:为 Q* 的正: 
态规律分布的随机变量，那么存在着唯一 的一対数 c >0 和 
d ， 满足随机变量 cx + d 的均值为 a 、 均方褰为 q 的要求 ，这 
一 论点采用特性一即可证明。如果随机变 itx 如下表所示》 


q | X 2 … ■! - Xft 

Pi P2 I … [ Pa 


则随机变量 cx + d (式中 c>0、d 暂为任一常数〉将对应于 
下表： 


cxi +d | 

f 

cx 2 +d j 

i 

• «鲁 

cxd +d 

P 

1 , p 2 ! 

■•鲁 

pa 


— 1 »— 



显然 






公 Cx fc - xj 2 P k =*= Q* 尹 
k 

. i 仑琴昀辈求归结为以下两个条件： 

Ccx + d)p k = a 
k 

[(px k + d - a) 2 p % =q 2 

-::* k ^ 

曲第—个条件有 I 

c ? w d E p k = a 

^ k 

■ - r ^ ■ ( : . r … 

威 cx + d = a 

由第二个条件有 _ 

(cx + d-c x - d) 

- 


r 


( Xk - x ) z p k o < i 2 Q * . q * 

k 


由此（考虑到 c>0) 
c = q/Qx 
由⑴式有」 


(1) 


( 2 ) 


d = a-c x 


a 


Q x 

QT 


n 


㊀ 符号 E 

是. E 的简写 

k k =1 


< 3 ) 




于是根据给定的数值 a 与 q , 利用公式 （2) 和（3> ,总是可‘ 
以且唯一地求出一对数 c 和 d ， 使得瞌机变董 cx + d ! 遵循均值 
为 a 、 均方差为 q 的正态分布规律。论题由此得证。 

如杲研究范围不限于正态分布，而是所有可能的分布规 
褲，鉴于有非常多的（并且各不相 同的〉 分布规律都具有同 
样的均值和同样的方差，因此，给出随机变量的均值、方寒 
或均方差，这对于了解它的分布趣律只不过是拫少的 信息* 
在一般情况下，给出某一随机变量的均值及方差只能颇为近 
似地描逯它钧分布规律。 ， . n ... 

如果只限于研究一些正态分布的话，情况就不同了。一 
方面， 正匆 刚刚证明过的，琴于某一随机变量釣均值、方着 
啲任何假设都同该变鱼遵循 i 态分布规律的要求相容。另一 
方面，这也是最主要的方面,如果有根据预先餒定某 随机变 
最呈正态分布，那么，给出随机奔量的均辑和者養，它的分 
希规律就准确地确定了，这样， - 机变量 桎植就 完舍可 
知了。知道了这个随机变量的均值和方差^还可以计滹出住 
意 K 间对应的概率 。•一 

2 . 所有正态分布的中位夔（概夔）与均方差 龙比植 

网。 

没有两种任意的正态分布，并设 x 为遵循第一种正态分 
布的随机变量。根据基本特性一，存在两个常数 e ；>0 和禮， 
使得随觑变最 cx + d 遵循第二种通态分布。用和迅分锄 
寰滾第—个随机变置的均方差和中位差 C 槪差) .， 并用 q 郝 
杳分规表示个随机变 a 的'这两种数值々根据;槪差的定 
义 t ■■ : . - 






或 


P { I (cx + d) - (cx + d) I <e } . 

P { c I x -x I <e } 

*P< I x- x I <^) = + 

* ； 

根据槪差的定义， ！ 是随机变量 X 的概差，即 f = E ；：, 于 

c c 

根据公式 <2)有 t = 于是 f 

* t ,即两个芷态分裉的概差与均方差之出相同。 

^ 因为根据假设，它们是两种任意的正态分布，于是论霡 

、 - " ^ .… V : 〔1,1、入 

诋毕' - 

这样一来，之比是绝对常数，用人表示&蘇坪夢^ 

* 4 • • M 

〜0.674。即是说，对于任一正态分布而言， 



丨V对于按$恣规律分布的随机变置,鉴于1与兑两歎之阕穿 
极其简单的关系式，实际上采姐两桐_#«度犄征值«^的》 
c 种都一样0上述慷况表明. C 甚至不限于呈正溱分布I的随杌 
变量 ） ，均方差具有其他特征值所没有的一系列简易特性， 
因此，不论是理论家还是实践家在大多数情况下都选择均方 




差作为随机变量偏离程度的度量。前面已指出,炮兵每家 ; t 
乎总是使用中位差。现在贼便提〜下，为什‘这种传统方法 
没有引起任何 失误栢 1鑒于炮兵科学与实钱辙到的)®机妾* 
.几乎总癌按道态错律淨布的 ，齿 此稂据土迷比例关系，对宇 
这些陳桄变董而首; 岗个释 值中任窻用_¥都^祥'。 

3 ;嬝•相 3独£_##通泰##规#的 




式中 Ex、 Ey 、 E. 分獼蠊东变 tfk、y、2 的样||。 

不管_秔夔 量文和 y 的芬 希姻棒 _，写§知类似的均 
方婆务武必定存诠。当 x、y 为正态#希时吣稂繪事本特桂 L 
為隨杌变 iz% 里正态分布， S4b , 根据特性2 〃 ^ 

E * — 入 Qx，Ey = 入 Qy > Es = 入 Q * 

测有 - 1 ■ " 


Ez = 


Qi^Qr 


(XQx) 2 +(XQ y ) 


E * + E ^ 


由此可见，在正态分布情况 下概差 （中位差）也具有均 
方差同样具有的一个重要特性。 ( 

§ 32题 解 、 


«走把均傭等予琴、方 II 等于 t 掷還翁分布称为養 * ap 
袭分布。如果 ㈣ 6_繙基本 j £ 东分布姆镰 # L _ fc ^則对任，® 

«""- J27 二 



數 a , 可简写成 '：i ： * r 

. .' r }. ..… 

P { I x I <a} =0(a) 

即 <DU) 是遂循基本正态分布的绝对值不大于 a 的随机变 Itx: 
釣概率。关于不同数值 a 对应的 <DU> 函数值的准确数賴早&, 
算出，并已列成表格。它是计算糨率不可觫少的工具•在讲 
述概率论的所有书華里 SWI# 此表 • 壤^本 书末軀也可以 
找到它。手中有了 O(a) 函数数据表，就可以方便准_聲 
呈正态分布的任何随机变量作一切 计算* 猓举几主寒例。 

习 *1 随机 gx 呈正态分布，其均值为 G 均方奢 
为 Qx 。 求偏差 x - x 绝贫值不大于 a 的概率。 

设 z4 遵循基本正 i 分布的随机变量*根据第121页基本 
4#性一，可以求出 c>o 和 d 两个数,使鮮变董0 2 + d 的均 i [汝 
均方差为 Q*, 即它和该随钭变量 x— _遵輯興一正奉 
分布规律。因此 f 

• 、 . ' -f * ^ 

P( | x- x I <a) =P( I (cz + d)- (cz + d) 1 <a) 

; st? P(c I <f) w ^ 

又根据第 123 页公式 (2> ，及 Q * = 1(对_基本正态分布，方差: 

等于 1), 因此 c = t = Q ,。 于是 

w* 

f V - 、 I • 'if' 

丫 : - _ \ ■ M 

p( I X- x | <a) =PuQ* I z-z } ； <a/ 、 r 」 <4> 

, =P( 丨 z I < 心 = 少(会 

由于函数 0(^^ 数值可以直接从表中査得,故所提问題得 

靜 ，这 样一来，:对遵擗任一正态分布的随机_查利用函数表 
和公式(卿就哥以味算扭在嫌偏麥舞_ 翻的轆 Pfu 3㈣ 

V 'V 



s * - .... I - 十、 - ， ■- ^ ^ 

例1在车床上加工某种零件。€现:其餐 i 是皇纪$分 
布的随机变量，均值为 20 C 111， 方差为 0.2 cm a 求螃度: 
在 19.7 〜 20.3 cm 之间的概率，即求上下偏差都不超过 e ; •杂 
々 HI 的槪率。 ， 

，根据公式 (4) 及函数表，有 《 

P { I X- 20 { <0.3 } =0(A|-) =4>(1,5) =0.86^ 

；. r 1 ^ 

无是，在该加工条件下制造出的全部零件中， 有泜& 7%的零 
件长途在 H 7 cm 〜 2 0.3 cm 乏间，其余13%奪件的矣度与均 
值的偏差较大 。 

•；. •: 

例2在例1条件下，要保证概率表 0.95 以上，对 . fe 的 
零件长度的精度应是多少？ 

显然，问题是求瑪足 , 

P { | x - 20 | < a } >0.95 . 

. r ， …. 尸 ，V i 

的正数 a 。 

l - ■ h . . j ■ 

例 1 表明，此处 a = 0. 3 太小，因为 a = 时，上用不參 

式的左边小于0, 8 7。根据方程 (4) : 

.... .. . 二 i : f i 

p i I x -20 I < a > fC^)^^ c 

首先在函数表中査出 《 K 5 a )>0.95 时时 5 a 值丨。 查袭得 5 a > 
1.97^ 由此 a >0,394。 

这就是说，长度偏差不超过 ( Mem 的 概蝤# 定隹•祐以 

上* 

例3人们认为，在一些实际问琴中，，呈正态分布的随 
机变量 x 的偏差不大于其均方差0«的三倍。邊问这个论断有 
什么根据呢？ 




虫公式 <4) 及函软表 

P { | x - X | <3 Qjt > = 屯（3)>0*的7 

闼此 

P { | X - X | >3 Qx > <0.003 
实际上这意味着，随机变量偏整绝对值大于 3 Q * 的槭率 
平均小于于分之三。这种概率是忽略不计还是必、须予以考 
虑，这取决于问題的内容而不可一槪而论。 

:i k 系式 p { ix - xl <3 Q *> : < I > (3) 显然是下式的馬 
部情况 

P { | x-~x | <aQx } - O ( a ) (5) 

上式由公式 （4) 导出，适 | 宁呈正态分布的所有随机变量 

' ,! ■ 

例4某种零阵的平均重量为 Sjfcg 重，已知麁孝-对 
值大于 50g 重的概率在每 loo 个零件中有3次* m^^SM 
考正春分布,求重量的槪差。 
e 知 

P ( I X- 8.4 I >0.05) =0.03 
式中 X 为随机逄择的零伴由此 

0.9? = P ( I X - 8%4 | <0,95) = ♦ (^) s 乂 
査表得知，当 a 々2.12 时， O ( a ) -0.97 • 

m 

• J s : . 1 V 

于是 


m 





0.05 

2~12 


裉据第 126 页的公式得到概差为 

E x = 0.674(3* 免 0.01551^ 重 = 15.5g 重 


例5炮击时引起炮弹偏离目标有以下 H 个梱萆独耷轉 
原因确定目标位翬的误葦,幻瞄准濞筆;3)更掾封手引 
起的误筆(设所有炮弹及气象条件相同) * 假设三个误寒鄱最 
正态分布，均值为0,它们的概差分别等于 2 4 m 、 和 Km , 
求篱目标的总偏差不大于初 m 的概率 • 

因为根据第 126 页性质 3, 随机变量 X 的总误差的筆 
为 

v / 24 T +8 ¥ TlF = 28m 


:那 么总误 It 的均方 II 为 


28 

0^674 


〜 41.5 


，即 P < I x | <40〉 = OC 7 ^)^ O (0 # 964) =0*6 B 5 

41.5 

因此，出现射击偏差不超过 40 m 的情况约占全部射击中的 
2 / 3 . 


习龎2随机变* x 呈正态分布，其均值为 r , 均方差为 

Qxo 求偏差 x - xii 绝对值在数 a 和 b (0< a < b ) 之间的概 
=率。 


因为根据加法定理 
P ( I x -"^| < b ) 

= P ( I x- x I <a ) + P (a< I x- x I <b) 

— 131— 


則 


P ( a < I x-x I < b ) = P ( I x-x I < b ) 


-P( I x- X I 


< a ) 




O ( 


b 


Q* 




(6) 


所提问题由此得解 * 


对于绝大 多敢实 际问題来说，经常使用的臁机变置 
O ( a ) 函数表是一种烦琐的计算工其/通常只售计算«^1 

K ■ 

x - r 疼在某一区间内的槪丰即可。因此，对宁整个卖际1向邏 
而言，除了有数据“全表，外 ，还 期望有一种采用公式 (6) 
由“垒表”改成的 简表。 


现举例建立一种比本书末尾的数据表3?租略得多的，但 

是在许多情况卞完全够用的数据表。把_机变 参丨 X-Ht 
的全部变 化范围分为五 个部分 ，1) 从 0 到 O 02 Q 对2> 从 
0.32 Q : 到 0.69 Q :, 3) 从 0.69 Q * 到 1.15 Q *， 从 1.15 Q * 


到 5) 2 .58 Qx 以上 • 
利用公式 （4) 求得 


P (丨 X-X | <0.32 Q *) =<D (0.32) «^0.25 


P (0.32Q*< I x-x| <0 # 69Q«) 
= 0 (0.69) - 0 ( 0 ^ 32 )^ 0.25 

P(0.69Q«< I x - x \ <1.15Q*) 

= 0(1.15) - 0<0 # 69)«»0 # 25 


P (1.15 Qx < I x-x I <2.58 Q *) 
= 0(2.58)- cl > (1.15)^0.24 


— 132 — 



P( ix-x I >2.58Qx =1-0(2.58)^0.01 
计算结果可极方便地用图 16 表示 i 

0.f：K 32% 12.0% U •说 12 .5X 12.5K 12% C. r M 

一、/ — 、 . 一一 . 12 . 5 % 12.5% ,一 ^‘、 ^ 一- ^ 

— V _ 、<〆 、丫~丫-、-二 r — ，〆 _ 、<乂 、十/ 

-2. 580^ -1.150^, -O.KQx 0.3^Qx 2 •明 

'* -©• 69 Qx 0. 0.6SQX 

图 IS 

这里将整个无限长的直线分为十段 r 五段莖昀和五段负 
的*在每一段上都表示由实际上平均有多大百 分由的 偏夔落 
在该区间上 • 例如，根据上面的计算，在0,69 
Q «) 线段和 Ou69Q x ，1.15Q X ) 线段共着的偏备应占余部 
偏筆的251由于正态分布的对称性，落在这两思:的《1法 
例常常接近今样，因此两段备约占,差总数_ 2 .5%•手头 
上有了这种示意囷‘与其类似的余循正索分布 
的、其均值和均方差为任意值的随机#董，就可以直接找出 
其偏差分布的基本特点。 — 

最后研究一下如何计算呈正态分布的随机变纛落在任一 
线段上的概率 • ； ， 

习興3 s 知随机变量 x 呈正态分 布; (平均值为 r, 均 
方差为 Q:) ，用表计算不等式 a<x<b 的槪率，式中 a 和 b 
(a<b) 为已知的任意数，、 

' ^ 

根据数 a 和 b 相对于^的位置，必须研究三种情况： 
第一种情况， 7<a<b 


P(x<x<b) = P(x<x<a) +P(a<x<b) 

曲此 

P(a<x<b) = P(x<x<b) - P( x<x<a) 

=P(0< x -x<b- x) -P (0<x- x<a- x) 
-但是，当 a>0 的任一数时，由于正态分布的对称性 

P(0<x- x<a) -P (- a<x- x<0) 

* a<x- x<a) = ^P< | x - x I <a) 

<7) 

飞 m iiL 

mm 

P(a<x<b) 卜 ( 穿 )- 屯 ( 替 > } 

• 夕 - . 

第二种情况， 

根 据公式 （7) 有 

:P(a<x<b) = P(a<x<x) + P(x<x<b) 

= P(a- x<x- ?T<0) + P(0<x- "x<(b<x> 

- . -• 

卜 会 +<i> <^ F >} 

第三种情况， a<b<7 

P(a<x< x) =P(a<x<b) -i-P(b<x< 3T) 



由此 


P ( a < x < b ) * P ( a < x < x ) - P ( b < x < x > 

= P ( a - x < x - x <0) - P ( b - x < x _ x <0) 




x — a 


. x-b 
Q* 


三种情况现已求解完毕， 我们发现， 对于 呈任一 正态分 
布的随机 变量， 采用数据表就可以求出 该随机变量落在任一 
线段上的 槪率， 并可以用这种方法详尽 推述该随机变量的分 
布规律 # 现举一例 0 

例 从0点沿直线 0 X 进行 射击。 炮弹飞行的平 均炬离 
等于 uoom 。 假定飞 行钜离 H 虽珥态分布 ，其均 方差为 4 0 m r 
求射出的炮弹飞越目标60〜 80 m 的百分数。 

若炮弹如此飞越目标，则应有 1260 CHC 1280。 采用习 
题3第一种情况的公式，求得 

P (1260< H <1280) 


=1 卜 -O (^1200) } 

= 音 { <t>(2) - CK1.5) } 

査表得出 

0 ( 2 )^ 0 . 955 , 0 ( 1 . 5 )^ 0.866 

于是 

P (1260< H <1280)^0*044 
由此可知，射击的炮弹落在指定范围内的数量略大于 
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第二部分 



第十 S 黧 M 棋过 種鍾论 

§33随机过程的提扭 


研究自然现象，研究技术 V 经济殲运鑰系统的域蓽时^ 
经常遇 到用随肘阐而变镱的随机变釁来播逛这些现離或过钃 
的情《。现举几个例子说明 • 

众所周知，扩敢现象》是一种物质的分子渗瓚到另一种 
物质中，各种物质的分子发生混舍。现观察某一分 子昀运 
动，设在开始时刻 to = 0时 > 被观察的鋒子位于(太^夕0、级|、》 
处，其沿坐标輸的逋度分曇是 （ Va X 、 VM) * 在業 
一随机时刻，该分子与其他分子磁搶,.不仅改变了 & B 的俭 
置，也改变了运动速度和方向。由于我们不可癱预先知灕分 
子碰搛的时刻、在任一时间间隔里碰擁的分子数以及与该分 
子碰撞的其他分子的速度，因此，不能准确地预测该分子的 
变化。 

结果，分子在 t 时刻的位置由时间的随机函数 x ( t ) 、 
y ( t )、 z ( t ) 确定。 它的速度分量 v x ( t )、 v y ( t ), v ,( t ) -& 
是随时间而变化的随机变置。 

现在研究一•下由大 量元件 （电 容器、电阻器、 二 锒管、 
軏械零件等等） 组成的复杂技 太设备 9 由于神种 原因，每个 


元件可能丧失本身的工作特性，并处 T 不能完成其功能的状 
态。元件的这种状态叫做故陣 a 长期对各种技术设备的观察 
结果表明，无故障工作时间，即从开始工作时刻到出故障时 
刻所经过的时间是一个随机变量,因此不 可能顼 步准确指出。 
现在假定，当#発_» 故]^ 有_的元#立即被同类 
約新元件替换，并且设备继续工作 * 试问，在从 G 到 t 的时间 
伺隔内必须替换多少个元件？这个数字用 》#) 表示，它取 
决于时间 t ， 是个随机变这就是随时间不断改变的随机 
夹量的实例。该随机变置具有这样一个特性：在随机时刻内 
元件总数不可能减少或改变（即在替换时不*少和改戋有故 
癱的元件数） • 这种随机函数在胃 •性 通论——一个广泛采 
.用槪率论方法的新的重要的工程科学——中有很大的意义。 

在现代工程实线中给工厂、企业供电有很大的学间•某 
个企业成车间在一定期限内讎用多少电能呢？每_给定时教 
麻 @ 的功串可能有多大宛？为了使电缆本因辕送功率小而 
液费，也本»输送功率大于正常 tt 作时所鱒饔的功率而嫌 
JR , 那么企业用的电缆应当怎样计算呢？ 另_方面, 由于电 
: 缆穢面过大耗费金属过多,因而耗费资金也太大 ，为 了不至 
于此，那么应该怎样计算 所醅功 率呢？当然，嫛回答这个问 
题就必须仔细地研究各个 机床、 机梂装置、各种仪器设#乃 
至连接在同一电缆（电力学的术语称为馈线）上的所 有用电 
户对电能的实际需求情况。在冶金、金属加工、石油开采、 
化工及其他许多企业里进行过这类研究。现在介绍一下金属 
加工企业 的典型情况。不过，总 的情况对其他各种企业也同 
样适用 a 

图 17 表示出车床所 播功率 p ( t > 的情况 • 车床工作周期 
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与不带有效负载的空转周期不断地交替 。 在特征不同的时⑽ 
伺隔内所需的功率实；上是备不相同的*车床所 k 功率在空 
转时接近于零 t 在工 择时弟(剧增&由于铰加工材料的局瓿 
不均匀性，在加工过程中要改变切削速度和切削力，因此急 
剧增加■:也不是常数而有明显波动。同时表明，车床工作周 
期与空转周期的持续时间的变化完全无 规则， 深人详尽的研 
究表明，上述变化是随机性的，于是，又遇到了时间的随机 
函数。 



广 v . 图17 -人- 

如果不 是记录 一 台牟 床而是 1G 〜 20 台 广组率___的_ 
图 ：17 所示酬 烈变 化曲线 将会声 得乎^^率 ¥ 
舞瑪 毕，但具有较大 的平稳 # 性：这#_存很大程 
研無矢数定理时得釦的一些规 徐本解 #。,:这种廉昀 
锋的’般辦秀如图 18 所示 •与平 潰过辱 _ 系均承 ^ 
%萍隹奔興二府_，一个卒床需-峰值(最秦而吳 
%-_车床簿要不大的甚至表小咖 * 前面 a 知,:以 
独 立紐机变最和的方差大约!增加 v / Sfe 。 … 

现在对工厂企业乃至城市电两电力负荷的 研究逄 _是, 
唞上述特性为依据。因此概率论、随机过盍理论(即 一 +独釜 
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图 18 

:变置的随机函数理论）的思想方法和数学工具在解决上述隨 
擓时得到了广泛应用。 

§34随机玫程的_念及类型 

， . 

下面即将给出随机过程的定义。假定某个随机变置 
4( t ) 与连续变化的参数 t 有关。尽管这个参数在实际上可舱 
有别的含义，这里仍旧称它为时间。当然，在绝大多数问級: 

里， t 卖际上是时间。‘ 

兴了給出嫌杌过程，不仅荽学会插述在毎一时 J 9 对能乘 
用的…些 it 值， 而且要学会插述以下内容 * 被来用數懂 Biil 
期变化，在某一时间内过 程可能 变化的槪率，即将出琬_ 
程演变与其经历时间相互关联程度。不細 lit 些傖想 
谠知道了随机过程 • 数学上插述随机过程的一黢方輪是 • _ 
年#傅疋鏊败 U 及任 t 2 ，…， tn , 可认为 7 列級蠢 
•E 知的 Fd , t 8 , •“， t n ， 文 hXz ，-, x „) = p { 

< lXi 9 4(t 2 )<X 2 ,-, 4(t a )<Xn } 

该函数等于在所有选定时肘刻 I (i = l , 2,…。 ；' 7^# 
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^4 (to Sxi 周 时卖瑰 的槪率 • 

隨机过輕的这种推述方法是通用府，并且原則上可阐述 
过程随时间查化的一切特征。不过这秣愈 務/ 为了获 
得较椿确的结果，就需饔_努并—条 _ r 分离出4重 
要的艙机过程，并为之找出较为宪蕃的途含呼讦算和建立寐 
究对象数学模型的解析方淦 • 目俞 S 把备稗瑰实的过 巷激分 
成几类随机过程，而且对它们的硏究工 侏邑经 取得了很大盼 
迸艇。担研究这些问遛所必讀的数学知识趣出 了初等 数学知 
iR 的范围 • 

在各类典型的 随机过 程申，岛尔胃央进糧輿有特殊素 
SU 谦嫌轨诗程是为纪念+乳世钯杀二+猶餡換 俄醺著 名数: 
学蒙 A 屬尔苛关而命名的 • 乌尔可夫首先嫫统地礴究了 
所谓链式关系特儀，而韃式关系 是鑪立 马尔可夫黼槪过程概 
_念与理论的原型， - 

< 傻谀过程 t ( t ) 具有下 迷耪性 ，即对宁任麻酵刻 t ■和 t , 
，。<仁 UU 。时刻的状态* # 过_1时刻的犾态 X (成 过轆到 
厲乎莱帝集舍 A 中的一个状約概率只取决于“、 x « 、， 
和 at ，而在 t 。 时餚以前有关过®的任働并不敗 

变这个槪率 • 这些过程以前发展的一 切情猊 正好集中在 t , 时 
激麻 Ml 到的 X ft 状态，且只有通过 X # 才影_后釣过程发展* 
h 这神过糙躭称为4尔萼失过程 • 

由宁某时刻以前过程进展状态的彩响要持续揠长时闻， 
乍看起来这种高 m 括化的作法（它为马尔可夫过程 
赢衆了 基琎〉 与实际要求相夔甚远，不过数学本身和数学在 
疲物学、工程技术、物理李及其他知识顧隳应翔中所积累的 
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矣 验令人信服地 表明，有很多与扩歎壤象类似的自动化生产 
嘴理 的现象 都可以巧妙地归并到马尔可夫过程公式里•并 
，且，改变拭态的•念》可把任一随钒过程转变为马尔 珂夫过 
程。这 就最马 尔可夫理论得到广泛发展的一个重要原因。由 
f 马尔可夫 过程便于采用较为简单的解 析计算方法， 因此被 
广泛媿用于许多实际间题的研究之中。 

进一步说,研究这种或那种自然现象，硏究技术、经济 
或心理过程时，无论采用任钶数学工具事先都必须进行简 
化，分离出能完全描述其过程的某些特性。现在所关心的不 
钗是_的简佑，„还有它的模禪化。建立了现象的氍学模 
犁•鱗有 1 T 很多使于对其硏弈的优越埤。首先，,它比被研舡 
的现象本身簿举,其次，它明确埤规走了在实际随机过程 
t (特别最鐵济和举物 现象》 中所没有的初綸条件和相，互关 
系/ 如果用相当简单的数学模型研究自然现象 k 并拇所_ 
的结果与现察该现象的结果进行比较，就可以得出关于该数 
学棋型 MS 的結论，必要时琢可对其进行廉疋。在建&毎个 
数学模型肘都隐约假定*如果每种可能的状态及濂变 冒以厲 
某种选取的数学工 期® 述时，仅在这时，方可用数学分柝痒: 
研究某个系统的变化过程。 、 

:描述诌然现象的最有名的数学模型就最牛顿力举換薄# 
n : 百五十年来，这种最简单的嫌锻及普通#积分數学计棒裘、 
具极好地推 述了许 许多多的随机 过程。 _制造业的成就，航 • 
天器在近地球轨遒的飞行及星标飞行的实现，在很大程 acii 
都是基于广泛采用经典牛顿力学模型.牛頫力学假定质 it 蘿 
统的运动完全河以由其中每个质点的位置和速度来插述^换_ 
句话说，巳知 t 时刻的状态就可以单值地计算出该系统在其 
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他任意时刻的状态 。 为此，牛顿力学建立了一系列运动方 
程。 

必须注意的是，如果仅仅把 t 时刻各质点的位置理解3 
系统的状态3那么这种理解对于单值烛确定系统随后的 
是不够的_对牛顿力学来说状态的概念除了位置外还应包括 
该时刻的速度值》 

实际上除了经典力学外所有现代物理中研究的事 的状' 
态都十分复杂 • 知道系统在某一时刻的状态并不能单值地确 
定系统的状态 本身。 马尔可夫过程只是单值地确定在某一时 
何间隔内从一种状态过渡到另一种状态的概率。如果合适， 
可把马尔可夫过程看作是对所有经典力学研究过程的广泛 
綜合 • 

§35最简单的事件流 

在实际遇到的许许多多重要情况里或者在为求知而感兴 
趣的情况里，必须阐明某类确定事件出现的规律。比如，船: 
舶抵达港口，复杂设备停止工作，过期灯炮的更换、纺纱机 
靳线，放射性物质原子裂变时刻的记录等等事件的规律。理 
发馆、商店收款处、民航飞机数量、医院必备的病床数量， 
闸门、路口、桥梁的流通能力等等公共服务事业的计算工作 
与这类事俘流量的研究紧密相关。几年前，人们曾仔细研究 
了以下 情况： 飞机飞抵大型机场、货船抵达指定港口、急救 
医疗站电话呼叫频率、电话局用户呼叫频率等等。观察结果 
表明，在上述所有情况下这些事件的出现都可以用非常接近 
真实情况的规律来描述。 
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用 t 表示所关心的时刻，并假定 P k ( t ) 是流通事件 k 在 
该时刻出现的 概率。 当 k = 0, 1，2,…时，可以相当淮确地 
建立下列等式 


P k (t) 




<i) 


式中人为一正常数，表示流通事件出现的“频度 y 。若在 t 时 
.刻内没有一个流通事件出现，则其槪率等于 

Po(t) (2) 

在分子物理学里，需要研究在某时间间隔 t 里某个分子不 
与其他分子碰撞的概率。在论述这类课题的物理书籍里表 
明，这种槪率正好等于 e _x *。 如果在本例中把该分子与其他 
分子碰撞的时刻看作事件流，那么人们恰恰是求在长为 t 的时 
间间隔里不发生一次流通事件的概率。 

在如此众多性质各异的现象里出现同样的规律性，人们 
自然联想必定有某种共同的原因。实际表明确实存在一些深 
奥原因，正由于这些原因，使得在极纷繁的条件下也必定出 
现 上面所说的规律性。本世纪初著名物理学家八 • 爱 因斯坦 
和 M • 斯莫 努霍夫 斯基在研究布朗运动时发现了存在规律性 
的第一组条件。 

假定所研究的事件流具有以下三个 特性： 

1. 平氇性即是在有限数置的 互不重 蜃的时间间隔 
内出现相应的事件 K i ， k 2, …， k n 的概率只取决于时间间 H 的 
数置和时间间隔的长短❶而且在时间间隔 （ T ， t + T ) 内出 
理 K 个事件的概率与 T 无关，只是 k 和 t 的函数 9 

2. 无后效性即在时间间隔 （ T , T + t) 内， k 个 
寧件流出现的概率与在该时刻之前有多少个事件以及它们摊 
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何出现无关。这意味着被研究的事件流具有马尔可夫特性* 

3. 单一性即在很短的时间间隔内实际上不珥能出 
现两个或两个以上 事件。 

满足这三条的事件流叫做最简单的事件流。 

不难证明，最简单的事件流完全可由等式 （1) 求出。 

最简单的事件流正可以用于求任意随机时间间隔的瞬时 
流，而且相邻瞬时的间隔大于 t 的概率可用公式（2> 求出。 
这种最简单的事件流的定义也时常用于解决很多理论问题和 
实际问题， 

直接检验是否具备三个条件（平稳性、无后效性及单一 
性）时常难以办到，因此，重要的是寻找另外一种条件，以 
便依此为基础得出事件流是最简单的或接近于最简'单的结 
论。这种条件在一些研究者的著作中可以找到 * 其主要内容 
如下。 

假定感兴趣的事件流是数纛极多的、彼此独立的平稳事 
件流之和，而且其中毎一个亊件流对其总和影响又很小*由 
于算术方铸的局限性保证了总事件流的单纯性，因此， 总事 
* 流祗供手 M 单的事件雄》 

现代槪率论创始人之一 A •只 • 辛钦用一般形式证明了 
这一理论。该理论为实际应用提供了基本原理。 

实 际上， 这个 理论使我们能从事件流的一般结构中得出 
一些重要的结论。例如，从电话局的呼叫事件流中，可以研 
究大量独立事件流（其中每一个对总和的影响 很小〉 之总 
和，这种事件流应接近于最简单的。同样，抵达某一港口的 
货船流是由从其他各港出发的大量的事件流所组成。因此， 
货船流也应接近于最简单的事件流 * 实 际情况也的确 如此。 
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其他有现实意义的例子举不胜举 • 


§36批式服务的理论问题 

本节研究的问题是许多重要实际情况中的典型问题。首 
先，从工厂、商店、仓库的工作人员，电话网路的设计人员 
经常面临的实际问題出发，来描述这个问題* 

为了满足居民的需要建立了理发馆、电话局、医院、牙 
科诊所等行业，需要服务的时刻是随机的，服务时间的长短 
也是随机的，试问，如果设立 n 个服务点，那么满足顾客霡 
求的情况如何呢？ 

上迷条件极恰当地反映了实际愴况。确实不可能指出顾 
客在何时去理发馆或去牙科诊所。同时也知道，顾客为得到 
必要的服务经常要排队等候，当然也有时不排队 等候。 看起 
来， 要完成同样一种（工作）作业实际上*@1不同的时间， 
如在治疗牙齿时医师根据牙齿的症状成者擁株、或者换药， 
有时在一次诊治中还进行全口拔 （镰 > 牙* 

当然，无论是顾客还是企 I 领导人，售嘛篆心_晕一些 
服务质董指标，即頋客等候服务的平均持续时间及服务设备 
的负荷程度等等（这里假定已知从预约到服务的平均速度以 
及服务的平均速 度〉。 

要解决这一问齷露从以下假设出发《 1) 服务需求流是 

最简单的事件流, 2 P 服务时间的长短是随机的，并且服务所 
用时间不少于 t 的概串等于 ei *， 其中 V >0 并为一常数，3> 
每一需求由一个设备来满足，每一设备工作时只满足一个需 
求多 4) 如果服务时要排队，那么，空阂的设备应立即为依 




次等候的用户服务。 

SP k ( t ) 表示在 t 时刻有 k 个需求得到满足的槪率。根搪 
我们规定的条件，当 k 为任意值，即 k = 0, 1, 2, …时， 其对 
应的概率可以求得。不过，准确的公式很烦琐，因此实际上 
不用它，而宁愿用由烦琐公式导出的适于确定工作方式的公 
式。这后一种公式特别简单，其形式为》 

当 l < k < ix 时 

Pk — - P 。， （8)、 

当 k > n 时 

Pk = n| P n n-fc Po (4 〉 

式中 

p < n 时 

p 0 =r£ p n+i y 1 

、 k = 0 k| ni (n- p) ^ ( 5 >, 

p > n 时 

P * »0 

在上述公式里，银定 P = X / v 。 

注意到当 P > I 1 时，槪率1>0«=0，由公式 （3) 、 （4) 
表明，当 k 为 k > l 的任一值时 

— 0 

换句话说，在确定的服务程序下，当 p > n 时，在某个系统 
里碰到有限个需求的概率为零，即是说在该系统里赛会碰致 
无努多个需求，并且组成无数个排队晒序，这种槪率为1。 
这就意味着，在 P > n 的所有情况下，要求菔务的队伍随雖 





:伺 的增加而无限地增长 # 

这个结论有很大的实际意义，这是由于在设计这些必须 
的设施（机场着陆面积、海港码头、医院病床、企业里工具 
分发点、商店收款处等等）的数量时，经常采用了错误的前 
:提，从系统的“理想的”生产能力出发，即以服务用设施的 
数量乘以这些设施的使用寿命再除以平均每次服务的持续时 
间。但是用户对服务的需求是不平衡的，因此上面的计算方法 
必然引起排队，浪费时间、消耗设备以至失去主頋。 

当然，学会使用批式服务理论方法不仅能避免服务系统 
:负载 过釐的 危害，而且也能避免服务系统中设备数量过剩的 
.损失。现可以举出许多例子来说明批式服务理论已经成为各 
个社会活动行业（如电话局、企业维修队、大型机场或大流 
:通汽车隧道 运输〉 计算时的必要工具，现在，批式服务理论 
在设计制造现代化计算机、信息系统中，在梭物理和生物学 
^等领域中都具有越来越大的意义。 

§37关于可靠性理论问题 

I ― 

在近四分之一世纪，全世界的注意力都集中在胃簾性理 
^ 论这一新的科学领域。其目的在于研究工业产品在设计、制 
造、检验、运输、贮藏及使用中应该遵循的一般规则，以确 
1 保其最大使用效率。当然，根据元件的可靠性，研究复杂产 
:品及复杂技术系统可靠性的计算方法，也是可靠性理论要研 
:究的内容。 

由于人类的全部生活都直接或间接地使用着各类技术设 
备与系统，因此，该理论的实际重要意义是毋庸置疑的。毎 



天人们坐汽车或电车上班，使用房间照明开关，使用 由远此 
压水机经管道输送来的自来水，在医院里利用各种设备帮助 
病人恢复身体机能。又如在作完肾脏手术之后采用特殊的器 
械——人工肾脏，在肾脏功能的必要恢复时期，人工肾脏代 
行它的功能,每年飞机运载成千上万的旅客到世界各地。在 
上述所有情况里我们特别关注的是:使用的技术设备能在整 
个工作时期绝对正确烛完成赋予它的功能。破坏这个要求就 
要导致不可挽救的后果 3 的确，当飞机发动机在飞行中出故 
障时，飞机就可能坠毁> ; 人工肾脏在停止展行自己的功衡 
时，就可能威胁到术后病人的生命，送水站压水机的可靠性 
不足造成事故，就会破坏市内供水 3 结果，市民就不能制作食* 
品，无水饮用和洗漱》手术被迫停止，正常的医疗受到硖 
坏 I 街上因无水洒扫而尘土飞扬，如此不一而足 <r 

所有这些问题似乎与概率论没有任何关系，而应由工稼 
师、设计师、工广工人与使用者解决 # 然而并非如此,在选。 
择合理的产品质量试验计划、从试验结果中得出结论％在设: 
备预防性的监测、维修的最隹周期的定量计算方面，数学家 
都要担负相当大的 责任。 由此可苋，产品的所有基本工作餘 
性都具有概率特征。例如，在同一工厂用同一原料在同样条 
件下生产出来的同一种产品，其无故障工作寿命却千差万 : 
别。如果回忆一下电灯泡从启用到扔进垃圾箱的全部寿命是: 
何等不同这一事实（有时一个电灯泡工作好几年，而有时里 
只用了几天因灯丝烧断也只好更换），就足以得出上述结 
论。 

长期的观察及无数专门试验令人信服地表明 ，虽然不可 
能精确地指出某个零件使甩寿命有多长，但能评估该零件使 I 
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相时间不小于给定数值 t 的槪串。 

这样一来，概率论确实渗透到可靠性理论的所有问慝之 


>中，并且是解决可靠性理论问题的基本方法之一。 

现在来研究一个不太复杂的概略计算的问题。为不使问 
题复杂化，简明扼要地阐述一下所碰到的实际问题。 

众所周知，在自然界没有绝对可靠的元件和产品。每个 
元件无论其性能多么完善，也会随时间而改变。因此要撝髙 
产品的可靠性必须釆用以下方法 I 降低使甩条件，寻找较为 
完善的材料、新的设计构造或连接方式。提高可靠性的一个 
:最普 迪的方法是备份法。备份法的实质是在系统内置入过剩 
的元件 ，即零件甚至整机，当主要元件丧失工作能力时它们 
取而代之。比如，为了保障铁路列车畅通，在枢纽站保留有 
备用的蒸汽机车与电气机车。在大型电站里必须有备用发电 
7 机。在特别重粟的供电线路上采用并行线路（它们在正常状 
，况下负荷不饱 满〉。 每个汽车除有四个轮胎外，还有一个备 
用轮胎》 

银定在 t 时间内应有 II 个设备同时工作。在这个期间，其 
哞任一设备无故障工作的概率等于 P (所有设备都为同一概 
率，且各设备彼此无关）。如果一个设备发生故障，就会导 
致全系统发生故障（例如，一个汽车轮胎瘪气就引起整个汽 
车出故 薄） • 根据伯努利定理，系统无故腾工作的概率等于 
P n 。 如果在系统内除了有 n 个基本设备外还有 m 个处在负载 
状态（即与基本设备处于同一 状态〉 的备用设备。当系统处 
于其工作设备数小于 n 个状态时，认为它发生了故障 9 根据 
撤率加法定理，所求概率等于 


— 15C 一 



出 n+i 

I] C P D+i (1-p) -■* 

i=0 m+n 

现举一不太复杂的数字说明上式 • 设 n = 4, m = 1, 
p = 0.9。不难算出，无备件系统无故障工作概率等于 0.656 U 
如果有一个备份件，则概率就等于0.9185,这样，四个元件 
的系统有了一个备份件，无故障工作槪率就几乎提髙了 1/2 
倍。如果具有两个备份件，系统无故障工作的概率就会提高 
到 0.984 U 这就是为什么在电站有一个贮备发电机就几乎可 
完全 fe 证电站不间断工作的缘故。 

如果采用所谓“ 功觴复原贮备件”， 系统可靠性 就会提 
高许多倍。哪个设备有故障就立即送去 修理， 当功能 恢复后 
又重新作为备份件。这种方法能多倍地 提高贮 备件系统的可 
灕性。 

上面只是研究了简化的备份件理论 问题* 研究现实条件 
下备份件理论需要掌握较为复杂的数学知讽，首先是随机过 
程理论 • 现在,可靠性理论的一些重要问题已经得到解决， 
但是尚有许多问题远未最终解决，即使解决了的问题也远不 
令人 满意。 在某些简化的条件下进行系统性的研究可以逐渐 • 
解决这爸问趨，也可以在较为现实的条件下开阔研究这些问 
邇的新途径。 
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结束语 

近几十年来，概率论已成为发展最快的数学分支之一。 

它的新的理论研究成果为在自然科学和实际生活中釆用概率 
论方法开拓了新的前景。同时，对自然现象乃至生产、技 
术、经济及其他过程深入细致地研究也推动了概率论在探索 
新方法、新规律方面的进一步发展。概率论是一门与生活、与 
其他科学密切相关的数学分支，它与自然科学和技术的发展 
并行 不悖，读者不应将上述事实理解为，目前槪率论只是解 : 
决实际问题的补助手段或工具。这是绝对不可以的。事实 
上，在近五十年内槪率论已经发展成为一门有其研究对象、 
研究方法的严谨的数学科学了。而且概率论也和其他数学一 
样，其最童要的、理所当然的任务是解决自然界的紧迫问題。 

概率论产生于十七世纪中叶。在费尔马 （1601 〜 1665) 、 
帕斯卡（16 2 3 〜 166 2 ) 和格尤更斯 ( rioftreHc ) (1625- 
1695) 等学者的著作中已经出现了随机事件概率、随机变量 
的数学期望等概念的萌芽。当时他们研究的目的是解决与賭 
博有关的问题。不过，他们已经清醒迪认识到了这些概念对' 
于研究自然现象的重要性。例如格尤更斯在 《论 赌博计算》 
一文中写道 * “读者发现，它不仅与游戏有关，而且为很: 
有趣、很深的理论莫定了基础”。这之后，对概率论发展有 
重大影响的学者之中，值得一提的是雅可夫•伯努利 (1654 
~1705)——本书中已经出现过他的名字，还有 A •姆阿弗 
尔 （166 7 〜 1 7 54 )，T •巴叶斯 （1763 年逝世 ），II •拉普拉斯 
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Cl 749-1327} ,K • 高斯 （1777 〜 1855) 及<3 • 泊松 （1781 
-1840) o 

概率论的巨大发展与俄国科学家的创造性成就紧密梅 
连 9 在上一世纪，当西方概率论研究走进死胡同时，俄国天 
才的数学家 n • ji • 车比雪夫开阔了新的途径，较全面地研 
究了独立随机变量的序列 • 车比雪夫本人及其学生 A • A • 
马尔可夫， A • M • 李雅普诺夫釆用这种方法获得了莫基性 
的巨大成果（大数定理,李雅普诺夫理 论〉。 

读者已经知道了大数定理，因此现在主要介绍一下概率 
论中另一个最重要的假设一李雅普诺夫理论（有时称为概 
率论的中心极限定理 ）• 

研究表明，大量现象 出现節 是随机性的，其影响因素梅 
当多 • 被研究的现象常常受到大量随机因素的独立影响，而 
每一个因素对整个过程只有非常微小的影响0每个因索的攀 
鴯用随机变置 L ，4 i ， I •表示，所有因索对该穩象影 
响之和为 s n = ti + 匕+…十。因为计算每个因索的彩响 
(换句话说，给出随机变量 b 的分布函数），甚至简单地 
描述这些因素 的影购 实际上都不可能，因此，找出一些与每 
个因素的特性无关、而又能研究这些因素总影响的方法是多 
么重要啊 I 要解决这个问题，用普通的研究方法是无能为力 
的，需要寻求一些新方法，对于这些新方法来说，某一现象 
受到的多神影响因素并不妨碍问题求解，相反还使问题易于 
解决。这类方法应该用大量单个作用的因素来弥补对每一因 
素的无知。 

俄国科学院院士 n • JI •车比雪夫 （1821 〜 1894) 、 
A • A • 马尔可夫 （1856 〜 1922) 和 A • M •李雅普诺夫 
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(1857-1918) 在他们的论 著中建立了中心极限定理， 该定 
理表明，如果作用因素 I ，…， ^ 彼此独立，这 些因素 
釣数量 n 很大，而且每个因素的影响与 所有因素的总影响相 
比非常微小，那么总和〜的分布规律 就近似呈正态 分布。 

现举例说明》 

’ 当用武器射击目标时，子弹弹着点不可避免地要偏离瞄 
准点。这就是众所熟知的子弹偏离现象 • 由于该偏离现象是 
许多独立因素影响的结果 <例如，弹魂、弹头外圆尺寸不糌 
§1， 弹头的材料密度的变化，各弹头内 炸药量 的撖小变化， 
i 准时肉眼不能发现的细小误差，在各种射击愴况下大气状 
祝的微小变化等等），其中每项因麥对子弹弹遒只有很小的 
影喃， 那么裉据李雅 普诺夫定理， 偏 离应遵 循正态分布规 
律。这种情况在射击理论奉 部考虑 到了，并成为制订射击规 
范的基 拙 9 

砉我们对某种物理常教迸行_时，不可进免地会有大 
董因素影响观测结果，虽然单个因素可以不考虑，但它却影 
响测量精度》测量仪器的误寒就属于这种情况，即不在不同 
的大气、温度、机械或其他的因素影响下，测量仪器的读数 
可能有微小的变化。由观察者视觉、听觉特性引起的误差， 
甚至观察者心理与体质状况的微小变化引起的误差也属于这 
种情况^因此实际测鼉误差是大量的、数值很小的、彼此独立 
的随机误差的总合。由李雅普诺夫定理可以再次认定，观测 
误差将遵循正态分布规律。 

类似的例子可以随意举出一些。例如，与其他分子大量 
碰 揸的气体分子的位置和速度，扩散物质的数量，在大批生产 
财机械 零件与其名义尺寸的偏差，动植物及其器官组织的生 
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长分布特性等等。 

统计物 理学及其他技术的发展向概率论提出了许许多多 
不属 于经典数学范 踌的新问题。当物理学或工程技术着重研 
究随时间变化的现象（即随机过程> 时，槪率论尚没有解决 
此类问匦的普迪适用的或局部适用的方法 o 因此，研究 晡机过 
程的一般性理论、即研究 随一个 或多个 不断变化的参 数而* 
化的随机变■:的理论就十分必要了。 

苏联数学家 A•H• 柯尔莫哥洛夫和 A •只•辛钦为鼸 
机过程的一般理论奠定了基細《 

在本世纪初, A • A •马尔可夫研究 T 栢关隨 机变營 妨序 
列，这个著名的理论称为马尔可 夫链。 该理论起初只作为一 
个数学 课目， 到本世纪二十年代，它 B 成为物遵学家研究 
诌 然现象 的有效 工具。后， 许多学者对马 尔每夫 链理论 
都作出了很大贡献 • 

在二十年代， A*H •柯尔莫哥洛夫， E，E •斯 努茨 
基、 A •只 • 辛钦及保尔 • 列夫找到了概率论与集合论之间 
的密切联系以及集合论与实变函数论的一般槪念，在这之前 
不久，9 • 鲍列里也找到了这一规律 • 他们的这一发现特別 
重要。根据这神方法就可以彻底解决车比雪夫提出的经典问 
题. 


最后应该指出 ， C • H •别尔宁士捷因 、 A • H • 柯尔莫 
哥洛夫等人在建立逻辑严谨的涉及自然科学、技术及其他各 
知识领域的概率论方面的贡献*虽然上述作者的著作为建立 
槪率论逻辑基础起了很大的推动作用，但是有关这些问题的 
研究工作仍在不断地加强 • 其原因就是人们希望了解自然界 
本身的随机性，希望在自然现象的随机性与其必然性之间盡 




，立某种关系。这个重大的哲学课題即使在今天不能完全解决，, 
也要鼓励人们向它进军* 

苏联、美国、法国、英国、瑞土、日本、匈牙利的科学 
研究对今日概 举论的 迅猛发展起了巨大作用*加之全坻界在 
迫切要求解决实际问题的影响下，对这门科学的兴趣也大为 
增加。 

如同每门发展中的知识领域一样，概率论也需赛科技界 
新生力量不断地推动它向前发展\在青年研究人员面前展现 
出从事创造性研究、施展自己才华的广阔天地但是要使才能 
充分发振 出来越 不能陷入事务主义的狭窄胡同，而应对概率 
论的所有方面深感兴趣，即对概率论的逻辑基础问藤、与其 
他数学分支关联的问题，对自然科学 （物 理学、生物学、化 
学 筝〉、 工程技术、生产、经 黃胃以 及其他理论与实践中 
提出来的许多新问题都有着强烈的探索求知欲望# 
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0.07 

0.056 

0.27 

0.213 

0.47 

0.08 

0.064 

0.23 

0.221 

0.48 

0.09 

0.072 

0.29 

0.228 

0.49 

0.10 

0.080 

0.30 

0.236 

0.50 

0.11 

0.088 

0L31 

0.243 

0.51 

0:12 

0.096 

0.32 

0.251 

0.52 

0.13 

0.103 

0.33 

0.259 

0.53 

0.14 

o.m 

0.34 

0.266 

0.54 

0.15 

0.119 

0.35 

0.274 

0.55 

0.16 

0.127 

0.36 

0.281 

0.56 

0.17 

0.135 

0.37 

0.289 

0.57 

0,18 

0.143 

0.38 

0.296 

0.58 

0*19 

0.151 

i * 

0.39 

0.303 

)1 

0.59 


O ( a ) 


0.311 

0 . 318 ' 

0.326 

0.333 

0.340 

0:347 

0.354 

0.362 

0.369 

0.376 

0.383 

0.390 

0.397 

0.404 

0.411 

0AIB 

0.425 

0.431 

0.438 

0.445 
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续表 1 


a 

( a ) 

a 

d > ( a ) 

a 

O ( a ) 

0.60 

0.451 

0.85 

0.605 

1.10 

0.729 

0.61 

0.458 

0.86 

0.610 

1.11 

0.733 

0.62 

0.465 

0.87 

0.616 

1.12 

0.737 

0.63 

0.471 

0.88 

0.621 

1.13 

0.742 

0.64 

0.478 

0.89 

0.627 

1.14 

0 . 74 S 

0.65 

0.484 

0.90 

0.632 

1.15 

0.750 

. 0.66 

Q .491 

0.91 

0.637 

1*16 

0.754 

0.67 

0.497 

0.92 

0.642 

1.17 

0.758 

0.68 

0.504 

0.93 

0.648 

1.13 

0 . 762 ' 

0.69 

0.510 

0.94 

0.653 

1.19 

0.766 

0 . 70 , 

0 . 5 X 6 

0.95 

0.658 

1.20 

0.770 

0.71 

0.522 

0.96 

0.663 

1.21 

0.774 

0.72 

0.528 

o.er 

0.668 

1.22 

0 . 778 、 

0.73 

0.535 

0.98 

0.673 

1.23 

0.781 

0.74 

0.541 

0 J 9 

0.678 

1.24 

0.785 

0.75 

0.547 

1.00 

0.683 

1.25 

0.789 

0.76 

0.553 

1.01 

0.688 

1.26 

0 . 792 ^ 

0.77 

0.559 

1.02 

0.692 

1.27 

0.796 

0.78 

0.566 

1.03 

0.697 

1.28 

0.800 

0.79 

0.570 

1.04 

0.702 

1.29 

0.803 

mm 

0.576 

1.05 

0.706 

1.30 

0.806 

0.81 

0.582 

1.06 

0.711 

1.31 

0.810 

* 0.82 

0.588 

1.07 

0.715 

1.32 

0.813 

0.83 

0.593 

1 . 08 -. 

0.720 

1.33 

0.816 

0.84 

0.599 

1.09 

0.724 

1.34 

\ 

0.820 
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a 


a 

< D ( a ) 

1.35 

0.823 

1.60 

0.390 

1.36 

0,825 

1.61 

0.893 

1.37 

0.829 

1.62 

0.895 

1.38 

0,832 

1,63 

0*897 

1.39 

0.835 

1.64 

0.899 

1.40 

0.838 

1.65 

0.901 

1*41 

0.841 

1.66 

0.903 

1.42 

0.844 

1.67 

0.905 

1.43 

0.847 


0.907 

1.44 

0.850 

1.69 

0.909 

1.45 

0 . 853 、 

1.70 

0.911 

1.46 

0.856 

1.71 

0.913 

1.47 

0.858 

1.72 

0.915 

1.48 

0.861 

1.73 

0^16 

1.49 

0.864 

1.74 

0.918 

1.50 

0.866 

1.75 

0 . 92a 

1,51 1 

0 0.867 

1.76 

0.522 

1.52 

0.871 

1.77 

0,923 

1.53 

0.874 

1.78 

0.925 

1.54 ; 

0.876 

1,79 

0.927 

t 

1.55 

0.879 

1.80 

0 . 92 $ 

1.56 

0.881 

1.81 

0.930 

1.57 

0 . 8S4 

1.82 

0.931 

1.58 

0.886 

1.83 

0.933 

1.59 

0.888 

1.84 

0.934 



1.90 

1.91 

1.92 
1 •如 

1 M 

1.95 

1.96 
1 •耵 
1 •昶 
1.99 

2.00 

2.01 

2.02 

2.03 

2.04 

2.05 

2.06 

2.07 

2.08 

2.09 


0»936 
0.937 
0.939 
0.940 
0.941 

0.943 
0.944 
0 • 召 45 
0 M ^ 

0 •鉍& 

0.949 
Q.950 
0 •邾1 
0 •娜 
0.95 孓 

0 . 95S 

0 . 956 * 

0.957 

0.95a 

0 . 959 - 

0.960 

0.961 

0.962 

0.962 

0.963 
















续表 8 


a 

4 > ( a ) 

2.10 

0.964 

2.11 

0.965 

2.12 

0.966 

2.13 

0.967 

2.14 

0.968 

2.15 

0.968 

2.16 

0.969 

戈 .17 

0.970 


0.971 

3.19 

0.971 

5.20 

0.972 


0.973 

2.22 

0.974 

=•23 

0.974 

么 24 

0.975 

2.25 

0.976 

2.26 

0.976 

5.27 

0,977 

2.28 

0.977 

2.29 

0.978 

2.30 

0.970 

2.31 

0.979 

2.32 

0.980 

2.33 

0.980 

2.34 

0.981 


a <D < a ) 


i 

2.35 

0.981 

2.36 

0.982 

2.37 

0.982 

2.38 

0.983 

2.39 

0.383 

2.40 

0.984 

2.41 

0.984 

2.42 

0.984 

2.43 

0.985 

2.44 

0.985 

2.45 

0.986 

2.46 

0^86 

2.47 

0.986 

2.48 

CK . 9«7 

2.49 

0.987 

2.50 

0.988 

2.51 

0.988 

2.52 

0.988 

2.63 

0.989 

2.54 

0.989 

2.55 

0.989 

2.56 

0.990 

2.57 

0.990 

2.58 

0.990 

2.59 

0.990 


a 

<D ( a ) 

2.60 

0.991 

2.61 

0.991 

2.62 

0.991 

2.63 

0.^91 

2.64 

0.992 

2.65 

0.992 

2.66 

0.992 

2.67 

0.992 

2.68 

0.993 

2.69 

0.993 

2,70 

0.993 

2.72 

0.993 

2.74 

0.994 

2.78 

0.994 

2.78 

0 . 99 $ 

2.80 

0.995 

2.82 

^ 0.995 

2.84 

0.995 

2.86 

0.996 

2.88 

0.996 

2.90 

0.996 

2.92 

0.995 

2.94 

0.997 

2.96 

0.997 

2.98 

0.997 
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O(a) 


a 


t.oo 

0.1197 

3.50 

0.9995 

t .10 

0.998 

3.60 

0.9997 

!.20 

0.999 

3.70 

0.9998 

1.30 

0.999 

3.80 

0.99986 

1.40 

0.999 

3.90 

0.99990 


O(a) 




4.00 


5.00 


0.99994 


0.99999994 
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